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مازالت المعادلات التفاضلية منذ عهد نيوتن تستخدم فى فهم العلوم الفيزيائية والهندسية 
والحيوية بالإضافة إلى مساهمتها فى دراسة التحليل الرياضى وامتدت استخداماتها فى 
العلوم الاقتصادية والاجتماعية . وتطورت المعادلات التفاضلية وتزايدت أهميتها فى جميع 
مجالات العلوم وتطبيقاتها . 


متجانسة أو غير متجانسة من أى رتبة وذات معاملات ثابتة أو متغيرة ؛ هذا بالإضافة إلى 
حل المعادلات غير الخطية من الرتبة الأولى مع بعض التطبيقات المختلفة . 


ثم أضفنا فى الباب العاشر تحويلات لابلاس وتطبيقاته وفى الباب الحادى عشر عرضنا 
كيفية حل المعادلات التفاضلية باستخدام المتسلسلات . كما زودنا الكتاب بمسائل كثيرة 


وقد راعينا عند إعداد هذا الكتاب أن نقلل من البراهين النظرية والإكثار من الأمثلة دون 
الإخلال بالدقة العلمية حتى تكون المادة العلمية سهلى المأخذ عظيمة المنفعة . 


الباب الأول 


مفاهيم أساسية 


الباب الأول 
e 5 Ф‏ 

مفاهيم أساسية 
-١‏ 40040 : 
المعادلة التفاضلية هی علاقة تساوى بين متغير مستقل وليكن х‏ ومتغير تابع وليكن Уб)‏ 
وواحد أو أكثر من المشتقات التفاضلية ...... "زر أى أنها على الصورة العامة : 

F (х, у, у", у", ......... ) = 0‏ 
وهذه المعادلة تسمى معادلة تفاضلية عادية . 
أما إذا كان عدد المتغيرات المستقلة AÍ‏ من واحد وليكن у‏ , × مستقلان » وكان (x, y)‏ 2 ۰ 
متغير تابع قابل للاشتقاق بالنسبة لكل من بر ,د جزئياً » سميت المعادلة المشتملة على 
المتغيرات المستقلة والمتغير التابع ومشتقاته الجزئية » معادلة تفاضلية جزئية » وهى على 
الصورة : 


д2 ۵2 д!г 


6 ول و‎ М ш аа و0‎ 
ГРЫ or 


وعلى سبيل المثال المعادلات التفاضلية : 


y"? + 2у® – 5у = si × (1) 
у+ху=ж№ (2) 
622 | ج82‎ дг 





LZ? iy (3) 
бу дху ду 


نلاحظ أن المعادلتين )2( ,)1( XS‏ منهما معادلة تفاضلية عادية بینما المعادلة )3( معادلة 





: ма 
. هی رتبة أعلى معامل تفاضلی فى المعادلة‎ : Order المعادلة‎ дай) 


درجة المحادلسة Degree‏ : هی درجة (قوة) أعلى معامل تفاضلى فى المعادلة بشرط أن 
تكون جميع المعاملات التفاضلية خالية من القوى الكسرية . 





من مجموعة المعادلات التفاضلية السابقة نجد أن المعادلة )1( من الرتبة الثالثة والدرجة 
الثانية بينما المعادلة )2( من الرتبة الأولى والدرجة الأولى » أما المعادلة )3( فهى تفاضلية 





مثال : 


أوجد رتبة ودرجة المعادلة 0= š у"=(5-2у)‏ 


الحسسل : 
المعادلة من الرتبة الثانية والدرجة الثانية ۰ لماذا ؟ 


حل المعادلة Solution of D.E. майл‏ : تسمى الدالة у(х)‏ = برحلا للمعادلة 
التفاضلية 0 = у, у, у", ......‚ У)‏ مم F‏ إذا كانت : 

( قابلة للاشتقاق م مرة . 

Е (х, убх), Уб), ~ YPE) = 0 : تحقق المعادلة التفاضلية أى‎ (Y 


= \ \ 55 
: مثال‎ 
. ثابت‎ с حلا للمعادلة التفاضلية 0 = بر + "بر حیث‎ ух) =c sinx أن‎ сай 
: dat 
у(х) = ce sin х, у(х) = c cos x, y'' 6( = -сѕіпх 


: وعلى ذلك نجد أن‎ 
y") + у(х) = -xsinx + x sin x = 0 





: مثال‎ 
حيث» ثابت هو حل لمعادلة‎ Inyt È se, y> Qu. )1( أثبت أن‎ 
y 
dy 
—х)——+у=0_.....................2 
(у шэнэ у (2) 


13-41 
: × برها بالنسبة إلى‎ + Л -с аж بتفاضل‎ 
у 





Фу 

y-x— 

14 (2 -0 

у dx У 

1 х 14у 1 

0 وا بک 

2 у „м 
ф 

-x)—+y=0 

(y Шу» У 


أى أن المعادلة )١(‏ حل للمعادلة (Ү)‏ . 





-\Y- 


: General Solution and Particular Solution ЧӘК! العام والحل‎ Jall -١ 


Jal‏ العام لمعادل تفاضلية من الرتبة п‏ هو حل يحتوى على « من الثوابت الاختيارية 
وبالطبع يحقق المعادلة التفاضلية . 


. أما الحل الخاص هو أى حب يحقق المعادلة التفاضلية لايشتمل على أى ثوابت اختيارية 
وقد نحصل عليه أحياناً بالتعويض عن الثوابت الاختيارية فى الحل العام بقيم محددة . 


مثال : 


الحل العام للمعادلة 0 = у"-5у + бу'‏ یکون сзе*‏ + 2و ين + ره = у(х)‏ حيث 
С, 2, ©з‏ ثوابت اختيارية . 


ونجد أن بعض الحلول الخاصة على الصور : 


у=е? +e” у=3+5е?” у=5-2е” 


؟- تكوين المعادلة التفاضلية (حذف الثواببت) : 


إذا أعطينا الحل العام لمعادلة تفاضلية من الرتبة п‏ نجد أن ذلك الحل يعتمد على п‏ من 
الثوابت الاختيارية ويكون على الصورة : 


Е (x, у, сі, С2, ......... C) = 0 (1) 
المعطی‎ Jall ,ره ثوابت اختيارية » وللحصول على المعادلة التفاضلية‎ с... , Сп حيث‎ 


نجرى п‏ من المشتقات للمعادلة (D)‏ . 


يكون لدینا 7+7 من المعادلات عبارة عن المعادلة )1( بالإضافة إلى яп‏ معادلة من العمليات 
التفاضلية التى عددها и‏ وبذلك يمكن حذف الثوابت الاختيارية ومنها نحصل على المعادلة 
التفاضلية المطلوبة . 


-ҮүҮ- 


ثاز : 
أوجد المعادلة التفاضلية التى حلها العام )1( бїпх.....................‏ م = у‏ 
الحل : 


نفاضل مرة واحدة 
у'=ссо$х........................ (2)‏ 


نحذف с‏ من المعادلتين )2( ,)1( بقسمة )2( على )1( وتكون المعادلة التفاضلية المطلوبة 
هی : .y'=ycotx‏ 


: من )2( ,)1( نستخدم المحدد‎ с لحذف‎ СХА 
| “т > усоѕх- у'5їпх=0 
y' cos 
. у= усоіх 


مثال : 


أوجد المعادلة التفاضلية التى حلها العام : 
У = с E шалы (1)‏ 
حيث с, су‏ ثابتان اختياريان . 
134—1 
بتفاضل )1( مرتين : 
пало 02)‏ 


ЭЛ АГЕ О аа ааб ааа) 


у = 2с ОА 


لحذف رع {с},‏ 


у е^ е^ 


у 26" 36е"|-0 


у" 4 e” 9 e” 


ч © ч 
Aa N س‎ 
ها‎ w سم‎ 
! 
© 


بر + يروم + رم < بر 


у-х = сі + و6‎ 


у-х? 1 
у—2х 0 1-0 
у"-2 0 0 


= у(18-12)-у(9-4) + y'(3-2) = 0 


у"—ду' + бу = 0 
: مثال‎ 


أوجد المعادلة التفاضلية التى حلها العام : 


: dall 
: نضع الحل العام على الصورة‎ 


ونفاضل هذا الحل مرتين ثم نحذف ره ,ری فنحصل على : 


وتكون المعادلة المطلوبة هى : 


— ٩۵6 ~ 
الشروط الابتدانیه والشروط الحدية‎ - 5 
Initial Conditions апа Boundary 5 


فى بعض مسائل المعادلات التفاضلية العادية نعطى بعض الشروط التى يجب أن تتحقق 
بحل المعادلة التفاضلية العادية . وهذه الشروط هى التى تمكننا من تحديد الثوابت 
الاختيارية التى تظهر فى الحل العام نتيجة لعمليات التكامل المستخدمة لإيجاد الحل العام . 


. у(2) = 3 التى تحقق الشرط‎ у' = 2х حل المعادلة‎ aad 


الحسل : 
بتكامل المعادلة التفاضلية Уб) = х2 +c‏ 
بالتعويض فى الشرط c=-]‏ = 6 + 4 < 3 . 


:. الحل المطلوب ‏ 32-1- у)‏ 
والحل يعنى هندسياً » منحنى يمر بالنقطة )3 ,2( . 





ولما كان الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية من الرتبة الثانية (a)‏ يحتوى على ثابتين 
اختياريين » لذا يستلزم لتحديد الثابتين وجود شرطان إضافيان للمعادلة » وهذان الشرطان 
хал a‏ مخظفة وها : 
۱- إذا أعطى هذان الشرطان عند نفس النقطة х,‏ مثل : 
ук) = а , У'(хо) =b‏ 
فان تلك الشروط تعرف بالشروط الابتدائية عند хо‏ ونسمى المعادلة التفاضلية 
بالإضافة إلى الشروط الابتدائية مسألة القيمة الابتدائية Initial Value Problem‏ . 


ل 9 = 
-Y‏ إذا أعطى الشرطان عند نقطتين مختلفتين cS ya = ур , уб) = уз‏ الشروط 
شروطا حدية » وسميت المعادلة التفاضلية بالاضافة إلى الشروط الحدية مسألة القيمة 
الحدية Boundary Value Problem‏ . 
ملحوظة : الصورة القياسية لمعادلة تفاضلية من الرتبة (ДУУ‏ فى الدالة المجهولة у‏ هی 
(х, у)‏ = “بر والتى يمكن كتابتها على الصورة : 
Р(х, у) dx + Q(x у) dy =0‏ 
أوجد حل مسألة القيمة الابتدائية : 
у"=х, )0( = 1, у' (0) --1‏ 
الل : 
بإجراء التكامل مرتين 
1 
وه + 6۱۷+ E х?‏ 
الذى يمثل الحل العام للمعادلة المعطاة . 
حيث 1524 у=‏ 
D AS‏ 
بالتعويض فى الشروط الابتدائية : 
у' (0) = -1 -» -l =c] -» cı = -1‏ 
у (0) = 1 -» 1-2‏ 


ويكون حل 31241 المعطاة هو : 


x3-x+l‏ دير 


مثال : 


أوجد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية : 
у"= 6 2+ 2‏ 
مع الشروط الحدية : 8 = (2)بر , У(0)-2‏ 


الل : 
بتكامل طرفى المعادلة مرتين بالنسبة إلى × ء نجد أن : 
y =x +x + 4x + В‏ 
بالتعويض من الشروط الحدية فنحصل على : 
у@)=2 .: 9 2‏ 
у (2) = 8 28=8+4+24+ 2 М = -3‏ 
ويكون الحل المطلوب هو : 
2 + ×3 تمر + у=‏ 
۰- نظرية الوجود والوحدوية لحل المعادلة التفاضلية العادية ربدون برهان 
سوف نعرض للنظرية الأساسية لوجود ووحدوية حل المعادلة التفاضلية العادية . 
نظرية ; 
نفرض المعادلة التفاضلية : 


ونفرض الشرط الابتدائى )2( ملعم مط مم ser‏ مم ممه مب Y (Ea) = Yo‏ 


-1А- 


,14 كانت الدالة у)‏ »6 المعرفة فى المنطقة المغلقة المحددة ۸: 
R:|x-x,|sa , |у—у„|<5‏ 
a, b ець‏ ثابتان » تحقق : 


-١‏ الدالة у)‏ ,»م f‏ متصلة ومن ثم محدودة أى إذا وجد عدد موجب М‏ فان 
у > М‏ ,0| : 


=» > × مشتقة جزئية بالنسبة إلى «رومحدودة أى أن‎ М4 / بم‎ у) الدالة‎ -Y 
y 





حيث K‏ عدد موجب . 


فإن المعادلة )1( يكون لها حل وحيد у(х)‏ = ريحقق الشرط الابتدائى )2( فى المنطقة 
|е,‏ حيث )84 ити,‏ . 





ابحث عن وجود حل وحيد للمسألة الابتدائية 0 = “ух «уг у(0)‏ 
الل : 

حيث أن تمر+ × = у(х у)‏ كثيرة حدود فى بر ,× . 

إذن الحل بأى شروط ابتدائية يكون وحیدا . 

نكون المستطيل # الذى مركزه )0,0( أى : 


a, b < 0 ùa R:|x| Sa , | y| <р 


قوسي )ندم , د |е‏ ر مإ ل ر 
а? +b?‏ 
أى أن h‏ تعتمد على a,b‏ > فإذا كانت مثلا [ = مح ۾ نجد أن )4 А = тіп (а,‏ أى أن 


4 = م ٠‏ وبالتالى فان المعادلة у‏ + ”× = رلها حل وحيد فى الفترة مک || يحقق 
الشرط 0= (0)ر . 


ملحوظة : لبرهان هذه النظرية أنظر الجزء الثانى من الكتاب . 


1) 
2) 


3) 


4) 


1) 
2) 


3) 


4) 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 


تمارين 
۱ حدد رتبة ودرجة المعادلة التفاضلية فى کل من : 
1+ € = بر + ارود 3 - "ابر 


ty" +1у' + соз {у = +1 


2 
5? сш 2 +35 = 0 
ds ds 


PORE 
dx dx 


: ضع المعادلات التالية فى الصورة القياسية‎ .Ү 


х2у!-3у-0 

ху +ѕіпу+у= 3 
x+y 
х-у 
dy - dx = 0 





ах--34у-0 


۳. کون المعادلات التفاضلية العادية بحذف الثوابت a, b, с‏ . 


= قري‎ - bx + م‎ 
у 


у= ае? + beî 


у = a sin 3x + b cos 3x 


ах? + bx + с‏ = بز وا 
у= Ае + Ве" + се?‏ 


y=ae + 


الباب الثانى 


معادلات تفاضلية 
من الرتبة 1941 
والدرجة الاولی 








الفصل الثانى 
معادلات нә‏ 


من الرتبة الأولى والدرجة الأولى 
مقد مه : 
أى معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة 3АЙ‏ تكون على الصورة . 


Фу 
= F(x, 
1 (х,у) 


М (ку) dx + N (ху) dy) = 0 3‏ 
ولحل مثل هذه المعادلة نستخدم إحدى الطرق التالية المتاحة : 
۱- طريقة فصل المتغيرات Separation of Variables‏ : 
إذا أمكن وضع المعادلة على الصورة 

/@) dx + ву) dy = 0 


حيث أن ДА)‏ دالة فى × فقط (у) у‏ دالة فى у‏ وبذلك فان عملية فصل المتغيرات تكون 
تحققت ولحل المعادلة بعد عملية الفصل » نستخدم التكامل المباشر فيكون الحل : 


[ло d+ g0) ф=С 


-Yf - 


حيث С‏ ثابت اختيارى » ويسمى ذلك الحل بالحل العام » ويمكن وضع الثابت الاختيارى 
على أى صورة حسب متطلبات تبسيط شكل الحل العام . 


وإذا علم شرط ابتدائى » نستطيع حذف الثابت الاختیاری والحل الناتج يكون У‏ خاصاً . 





مثال : 
أوجد الحل العام والمنحنى الخاص الذى يمر بالنقطة )0,0( للمعادلة التفاضلية . 


ё cosy dx + (1 + е?) sin y dy = 0 








الحسل : 
بفصل المتغيرات ‹ وذلك بقسمة طرفى المعادلة المعطاة على cos у (1 + е)‏ فنحصل 
على : 
ау=0‏ للق بيو سک . 
1+е cos y‏ 
بالتكامل المباشر л In (7 + е) -in [cos y| = [пс‏ 
ЫН цэ? 1‏ 
از [соз‏ 
وبذلك يكون الحل العام للمعادلة هو : از с |со$‏ = ثم + [ 
بالتعويض عن 0 у=‏ ,0 > × 
с=2‏ و 141«с‏ 


ویکون الحل الخاص e" = 2 |соѕу]‏ + 1 


- Yo- 








مثال : 
أوجد معادلة المنحنيات التى تحقق المعادلة : 
ا КОСО ООО О‏ رن رود 

ثم أوجد حل المعادلة )1( التى تعطى شکلاً يمر بالنقطة (3- ,1( . 
الل : 
بفصل المتغيرات نحصل على : 

سه بو ل 
باستخدام الكسور الجزئية » ليكن : 

Вх+Ь,‏ 4 _ ا 





x 1437‏ (2بر + ]بر 


I = А (1+х2) + (Вух + Вэ) х 


وبمساواة الحد المطلق فى الطرفين نحصل على : ] = А‏ 


وبمساواة معامل ”× فى الطرفين نحصل على : А+В= > В,--1‏ 
0 
وبمساواة معامل х‏ فى الطرفين نحصل على : 0 = Вз‏ 
أى أن : | 
х‏ 1 1 





وتصبح المعادلة على الصورة : 








= #6 
: على‎ (аа даг ШОО, 


%4 In (1+3) -linx + 1 In (1432) = Inc 


: أى أن‎ 
2 2 
(П+у ы; ) k , с? =k 
х 
10) (2 
290 م0‎ =>  < 20 : یکون‎ 27 , у=-3 عند‎ 


وعلی ذلك یکون الحل الخاص المطلوب هو : 
(1+х?) (1+у?) = 20 х?‏ 


0 = ر + ر 2ر + 1-19х‏ 








مثال : 

أوجد الحل العام للمعادلة : еу‏ = رر ع + از 
الل : 

نكتب المعادلة على الصورة زیر - ر ع = “بر 
ثم بفصل المتفیرات نحصل علی : dy‏ سل ليق е‏ 

УО”-1) 

وباستخدام الكسور الجزئية نجد أن : رھ ہل هه 
ثم بالتكامل المباشر نحصل على : c‏ + نا In‏ - الس -e = In‏ 


وهو الحل العام ... 


اس а Хү‏ 
؟- افحادله التخاضلیه المتجافسة Homogeneous Equation‏ 
يقال أن المعادلة التفاضلية 0 = М бы) ах + N (ху) dy‏ 
متجانسة إذا كان كل من M, N‏ دالة متجانسة من نفس الدرجة » Lle‏ بأن : 


زرم ر دالة متجانسة من درجة л‏ إذا كان : 
J (Ax. Ар) = Йу) AER‏ 


: ومثال ذلك‎ 
д. 2 _ 42.2 2 22. 2 
Ify) =x +3ху-у > SOx Ау) = Ах + ЗАху - Ау = А f(xy) 


Ру) <‏ متجانسة من درجة 2 . 





_ х?-у? „Ах? Ау? х 
2) f (х,у) Jery => ЕА / (х,у) 


f(xy) .:‏ متجانسة من درجة 22 . 


على ذلك فإن المعادلة التفاضلية المتجانسة يمكن أن توضع على الصورة : 


وحيث М, МО)‏ متجانسة من نفس الدرجة نجد أن (بر»)/متجانسة من درجة صفر . 
أى أن من الممكن Flay) = FOSY‏ . 

ی أن من الممکن ТО») ЛО)‏ 

: ӘМ 


المعادلة التفاضلية 0 = N (ку) ду‏ + ج М(х,у)‏ تكون متجانسة إذا كانت كل من M,N‏ 


-ҮА- 


أى أن المعادلة على الصورة )/3(/ = 'برتكون معادلة متجانسة . 


فى هذه الحالة نستخدم التعويض وگ у-х, ү!‏ وبالتالى tvde‏ د × = ر ثم 
х‏ 
تتحول المعادلة إلى معادلة يمكن فصل متغيراتها » ثم تحل كما سبق . 





مثال : 

أوجد الحل العام للمعادلة : (2-у)ф-2хуф-0‏ 
الل : 

من الواضح أن المعادلة متجانسة . 

dy = vdx + xdv = У = ух نستخدم التعويض‎ .: 


л tv) ах – 2х?у (узах + хаду) = 0 





:. بالقسمة على х?‏ نحصل على : 

(1+у?) dx - 2v (v dx + x ду) = 0 
л 18926) dx- 2v x dv = 0 | أى أن‎ 
л (1-02) dx - 2v x dv = 0 أى‎ 
وبفضل المتفیرات نحصل على شبن‎ 
In x + (1-у) = Inc بالتكامل المباشر‎ + 


=Y: да 
У ال ۰ ر‎ № 


= ү ~ 


2 
лх[1-#;]=с : х? - у? = сх‏ 
х‏ 
هو الحل العام للمعادلة التفاضلية . 
أوجد الصورة العامة للمعادلة : )0 у=‏ 
х‏ 
الحل : 


حيث أن المعادلة متجانسة » نضع у= Ух > (2) =у‏ 
х‏ 


2 уў=у+ ху` 


2 у+ху`=/%) ) xv = fw) -v 





أى أن () =« 
ЛЭГ‏ . 
х‏ لس 

4у г 

ای ان ١‏ العا = 

ى أن الحل العام Бо Іа сх‏ 

у= حيث‎ 


استخدم النتيجة السابقة فى حل المعادلة : 0 = 2х?у`- у(2х+у)‏ 


/ 2ху + у? 0 
ШЕ F 





»= قوب( 40 


dv 
e 
-2 
Се ы: incex 


х 
---5 |псх 


е 
سس‎ = 6 => 
e 
Inc =-3 > 


к кыш +1ах 


2х +уіпх = 3y 


- ў. – 


المسسل : 
المعادلة متجانسة ی ИЧ‏ 
2 1 
y -2+5(2) = 2)‏ 
х 2\х х‏ 
ДО"‏ 
2 5 
»0 -«-(7)0 
:. حل المعادلة 
أى أن : 
وهو الحل العام . 


ولایجاد الحل الخاص نستخدم التعويض yle) = е‏ 


-2 =lnc +[ 
с-е? 


:. فلحل الخاص 


أو 


- ۳ 
معادلات تفاضلية عادية تؤول إلى معادلات متجانسة : 
تكون هذه المعادلات التفاضلية العادية على الصورة : 


dy _ a +by +6, 0 
dx ax +b,y +6, 


۰ ” > 
: ,ره ثوابت‎ bi, Су az ,وق‎ со. حيث‎ 


إذا كان 0 = يع = رء فان المعادلة التفاضلية )1( تؤول إلى المعادلة : 

a Д 
وهى معادلة تفاضلية متجانسة حيث أن كل من دالتى البسط والمقام متجانسة من الدرجة‎ 
. الأولى وفى هذه الحالة يمكن حل المعادلة )2( كما فى البند السابق‎ 

لحل المعادلة التفاضلية العادية )7( فإننا نبحث فيما إذا كان الخطان المستقيمان 


0 = ره + بررط + ах‏ 
)3( 

ах + by + c2 =0‏ 
يتقاطعان أم لا يتقاطعان . 


ولذلك سنناقش الحالتين كل على حدة . 
الحالة الأولى : 

إذا كان المستقيمان متقاطعان : 
يتقاطع المستقيمان 


ax + bıy + ره‎ = 0 


ax + by + ره‎ = 0 


-ҮҮ- 


إذا كان : 


#0 or ар, =ba, 





بافتراض أن نقطة تقاطع المستقيمان هی (h, k)‏ فأننا نستخدم التعويض 


х=и+ћ‏ , # + م ع بو 
حيث h, k‏ ثوابت وعلی ذلك فان 2 2 
وبالتعويض فى المعادلة (7) فإننا نحصل على : 
)4( ربع + dv _ au +۲ +(ah +b,k‏ 


ди ами+Ьу +(а,һ+Ь„К +c») 


وحيث أن (h, k)‏ نقطة تقاطع المستقيمان (3) дй с‏ على كل منهما وعليه فإن : 
0 = ره + ай + bık‏ 
azh + bk + сә = 0‏ 
وعلى هذا فإن المعادلة التفاضلية )4( تأخذ الصورة : 


dv _au+by 
du am + 


(3) 

وهذه معادلة تفاضلية متجانسة فى المتغيرين « и,‏ ويمكن حلها كما سبق وذلك باستخدام 

التعويض у = ди‏ فتتحول المعادلة التفاضلية )5( إلى معادلة تفاضلية تحل بفصل المتغيرات 

ثم نستخدم التعويض ‏ = 2 ثم نعوض بعد ذلك عن كل من u, v‏ حيث u=x-h, v=y-k‏ 
и‏ 


فنحصل على الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية )1( . 


والآن سنعطى مجموعة من الأمثلة المحلولة . 


-ҮҮ-Ё 


dy 2х +у -3 Р 8 р 
لة التفاضلية العادية : سید‎ 
27:12 أوجد الحل العام للمعاد ية العادي‎ 
: الل‎ 
واضح أن المستقيمان‎ 
2х+у-3=0 
х+у-2=0 


متقاطعان وبحل هاتين المعادلتين نجد أن نقطة التقاطع هی )1,1( نستخدم التعويض : 
х=и+1 |‏ 


7+ ۷ 2 بز 


وانةل 2-2 وبالتعویض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن : 


dv 2(и +1) +( +1(- 3 
аи ци +1+у +1-2 


_ 2и +v 
и +v 
: ومنها‎ v = 2 نستخدم التعويضص‎ и, у وهذه معادلة تفاضلية متجانسة فى‎ 
dv dz 
— =y — +z 
du du 
: وبالتعويض نجد أن‎ 
dz 2u +uz dz 2+2 
u—+z د‎ > и—+т= 





аи и +и2 du 1+2 








yZ „2+ 

аи 1+2 
2+2 -2 +z? 2-2? 
1+2 1+2 

ын‏ بط 

2-2 и 
[192 а р 
2—2 и 








d 
кт + | 23 dz = ШД + ره‎ 





إذن : 


بفصل المتغيرات نجد أن : 
)5( 


وبالتكامل نجد أن : 


حيث су‏ ثابت اختیاری . 








بالنسبة للتکامل [ZE‏ نجد أن : 
2-2 
dz 1‏ 2 
с,‏ + |22 - 2إها Ї сай‏ 
аера с,‏ = باستخدام الكسور الجزئية فإننا نحصل على : 
=z‏ 
Io 1‏ 
(42-2Х42-а)‏ 2-2° 


ы ҖЫ. 
‚Шрек уы 





-Үо- 


ومنها : 








Е 49018: 
чад ın 2 - 2| RADER 


مما سبق نجد أن الحل العام للمعادلة )5( هو : 


(A (49-9 |р |име 


حیث وه + + ره عم 
































2 و 
ý 1, v > yv‏ ) 42 
ات ع dali‏ العام هو : زد чү а‏ وده зог‏ 
ولكن ر 2 فيكون الحل العام هو пи ёс‏ 7- 2102 >= 7 
и‏ 
ولكن и=х-], у=у-1‏ فيكون الحل العام للمعادلة المعطاة هو : 
У2(х-1)+у-1|_1 |2(х-1 1‏ 
|х ~1|+e‏ = ) 0 ) اس (x уке у п е‏ 2 ام (Ум‏ 
(7- >( ۳15 -)1- 
مثال : 
рийн А‏ ی dy _х+у-‏ 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : Кто‏ 
نلاحظ أن المستقيمان : 
х+у-3= 0‏ 


х-у-1=0 


نستخدم التعويض : 


х=и+ 2 А 


- ۳۲ – 


у=у-1 


ومنها E‏ = © وبالتعويض فى المعادلة المعطاة نج أن E‏ 


dv _u+2+v +1 -3 


du ` u+2-v -1—1 














dh ич» 
5 = 
du и-у 
ыы: 
du du 
dz ичиг 
и—+2 = 
аи и - جلا‎ 
аг l+z _ 
и ل‎ = 
du 1-2 
ل الفط‎ 
1+2 и 








وهذه معادلة تفاضلية متجانسة فى и, у‏ نستخدم التعویض 2 = ۷ ۰ 





1-2 
_ 1 +2 -2 +2? ۳۲ 
1-2 


1-2 


аи 
р +z? Ё 2, +2? Е [+ 


гаа” = +2 *| Inlu| +e 


1+2? 





ومنها : 


وبالتعويض نجد أن : 


وبفصل المتغيرات نجد أن : 


وبالتكامل نجد أن : 


حيث ء ثبات اختیاری ومنها : 


= фу – 


ولكن == فيكون Jal‏ هو : 





:у=у-] , u=x-2 ولکن‎ 


فيكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو : 





= пх -2|+с 


2 
Y lin (=) 
х-2 2 х-2 





الحالة Ы!‏ : 
إذا كان المستقيمان متوازيان ۰ فإننا نفترض أن المستقيمان (3) متوازيان فان شرط 
التوازى هو : 
b2 = 2 5,‏ 0 
وفى هذه الحالة نستخدم التعويض Н‏ 
һу or 2 = ax + Бу‏ + ره < 2 


أيهما أكثر سهولة فى هذه الحالة بعد التعويض تتحول المعادلة التفاضلية العادية )1( إلى 
معادلة تفاضلية تحل بطريقة فصل المتغيرات والذى سنوضحه فى الأمثلة المحلولة الآتية : 


: مثال‎ 
dy x+y-5 БЭХ 

أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 27:22:23 
dx x+y+l‏ 

المسل : 

نلاحظ أن المستقيمان : 
xty-5=0‏ 
х+у+1=0‏ 


متوازيين . نستخدم التعويض : 


- YA- 


بالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن : 











1-5 _ر_عه 
ах 2441‏ 
4- ج27 2-3 dz‏ 
dx 2+1 241‏ 
وبفصل المتغيرات والتكامل نجد أن : 
[Z a = ја +e‏ 
22-4 


> L; 22 In|z -2|=x +c 
2 2 


ولكن بر+بد z=‏ فيكون الحل العام للمعادلة المعطاة هو : 
Le + (+ нв =у-2|=х +c‏ 


حيث с‏ ثابت اختيارى . 





مثال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية العادية : Дуал‏ 
ах 4х-2у-5‏ 
الملل : 
نلاحظ أن المستقيمان 2х+у-1=0‏ 
4х+2у+5=0‏ 


متوازيان » نستخدم التعويض : 
z=2x+y =‏ 


JS 


بالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن : 


= Yq – 


& , 2-1 

dx 27 +5 
dz 2-1 5249 
42---- 


тг» = = 
ах 27 +35 22+5 








بفصل المتغيرات والتكامل نجد أن : 


2 = ] +c 


ومنها : 
7 2 


+ بر |9+ 2 2294-2108 
25 5 


ولكن بر+ ×2 - 2 فيكون Jal‏ العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو : 
+5у +9|=х +c‏ 0 هاگ +( + 205 
حيث с‏ ثابت اختیاری . 
؟- المهادلات التفاضلية الشاهة Exact Differential Equations‏ 
تعریف : التفاضلة 40%Ы]‏ : 


التفاضلة التامة للدالة y)‏ ,)ر تكون على الصورة : 


ау хууу-2-ё + 
: وإذا كانت مساوية الصفر فإن‎ 
df бу) Lar + =0 7 


تسمی معادلة تفاضلية تامة » ونلاحظ أن : 





= из. 
/@, у) = с أى أن حلها يكون‎ ау, у) =0 
. Чуб улс حيث‎ 
. فإذا كان لدينا المعادلة التفاضلية‎ 
М (x, у) ах + № (х, у) برك‎ = 0 


فإنها تكون تامة بالمقارنة بالمعادلة )1( التامة 19 كان : 








Ф _ Ф _‏ 
М (3), ду N (4)‏ ,5 
السؤال الآن ما الشرط الضرورى حتى تكون المعادلة )2( 446 ؟ 
بتفاضل )3( جزئياً بالنسبة إلى ر وتفاضل )4( جزئيا بالنسبة إلى × نجد أن : 
ӘМ of “N‏ 0 
дхду ду Ў Әх ду бх‏ 


ومع اعتبار أن المشتقات الجزئية للدالتين М, М‏ متصلة فإن الشرط الضرورى حتى تكون 
المعادلة )2( تامة هو : 2x‏ = س 
ولحل المعادلة التامة )2( نفترض دالة ما (بر»/رتحقق : 


фху)-2-в + -0 


. ثابت‎ с حيث‎ ЛХ, у) = с فيكون حلها‎ 





- ¢ = 

بإجراء التكامل على المعادلة (3) بالنسبة إلى × . 
(e +o) (5)‏ برع Або») [М‏ 

حيث نلاحظ أن p6)‏ مقدار ثابت بالنسبة إلى × . 


ثم بتفاضل طرفى )5( جزئياً بالنسبة إلى برواستخدام المعادلة )4( ينتج أن : 


2-22. мсж +ро)=м 
роем -Š ÎM (r, ks أى أن‎ 


سوف نلاحظ أن الطرف الأيمن فى المعادلة الأخيرة دائماً دالة فى y‏ فقط ... (لماذا) ؟ 
وبتكامل طرفى المعادلة الأخيرة بالنسبة إلى e y‏ نستنتج (КА‏ الدالة p`)‏ حيث : 
Фб) = |N (x,y ay | meve |‏ 


وبالتعويض فى المعادلة (5) نحصل على حل المعادلة التفاضلية التامة (2) ويكون على 
الصورة : 
еко јео] 2 ивээ | -С (6)‏ 


مثال : 
آوجد حل للمعادلة : 


(бх? + 4ху + у?) dx + (2х7 + 2ху - 3у?) ау = 0 


= £ سه 


M (у) = ترم‎ + 4ху + у : نفترض أن‎ 
N (ху) = 20 + 2ху-3 у? 


ôM ON 

——=4х +2 ——=4х +2 نوجد‎ 

6 y ۹ У لو‎ 
OM _ ۷ 


أى أن 5 


: وبالتالى فان‎ ٠ وعلى ذلك تكون المعادلة المعطاة تامة‎ 
[М(х,у)йх =2х° +2х?у +ху? 
У 
[моу =2х?у +ху*-у? 
д^ 2 д^ 2 2 
-—[М(х,у)х =2х +2ху > — [М (х,у) ау = 2х°у +ху 
ду . [ду 

يكون حل المعادلة (باستخدام القانون) هو : 

ж? + 20у + ху? + 20у + ху? - у? - 20у - ху? = С 


: أى أن‎ 
20? + 20у + مور‎ -y = С 


هو الحل العام للمعادلة التفاضلية النامة . 
ملحوظة )١(‏ : يمكن حل المعادلة التفاضلية التامة )2( باستخدام القانون : 
ر x y x д‏ 
[ма + [N dy - 5-1% Ф =C‏ 


ويعطى نفس النتيجة المطلوبة . 


- {Үү ل‎ 


ملحوظة (۲) : المثال الأخير يمكن АМ‏ باعتبار المعادلة تفاضلية متجانسة . 


ам aN 3 
یر‎ e NDE 
ду дх у 


أى أن المعادلة غير تامة . 
لكن بضرب طرفى المعادلة فى L‏ 
نجد أن المعادلة المعطاة تصبح على الصورة : 
yds + (2 3 + =0‏ + 


дм 2 aN 1,220 
гээ е a P URAS 


аа‏ طرف ЖҮРҮ а‏ + تصبح تامة » وهذا المقدار + يسمى عامل 
التكامل (integrating factor)‏ الذى يجعل المعادلة تامة . 
£- طريقة تعيين عامل التكامل :1(ху)‏ 


إذا كانت المعادلة 0 = М (ку) de + М (ху) dy‏ غير تامة بضرب طرفی المعادلة فى 
І (х,у)‏ تصبح تامة . 


‚ху دوال فى‎ 2 М, N تامة » حيث‎ I M dx + IN dy = 0 أى أن المعادلة‎ 


дим) _ N) EE RE 
бу - يتحقق الشر‎ .: 


:1М,41,М-1М,41,М 


_ 54 рэн 
f. -2 مع ملاحظة أن‎ 
ЦМм,-М,|-1,4-1,М @ 
7 (х,у) الآن نفترض حالات خاصة لعامل التكامل‎ 


\( 6 1 - زرجم 1 : 


أى أن / دالة فى × فقط . 

I, =% , 1,=0 
۱ : @ تصبح المعادلة‎ 
Цм, -N, Jen 4 


بفصل المتغيرات نجد أن : 











а _M, -N, 75‏ 
N‏ 1 
М,-М 0‏ 
مع ملاحظة أن =р(х)‏ = > (دالة فى × فقط) وبتكامل الطرفين نحصل على : 
[р(х)&‏ = ]ها 
My -۷‏ 
أى أن ша‏ 0 أو 1ху=е! N‏ . 
۲ ( 1 - (ر جم) 1 : 
أى أن 7 دالة فى biiy‏ 
а‏ 
0- :1 9 ۳7 ,1 
وبالتعويض فى )1( نستنتج أن : 
My N,‏ 
Іо)=е 7 * ۱‏ 
М-М‏ 
حيث نلاحظ oj‏ دا الة فى ر (bäi‏ . 
м”‏ (دالة فى «رفقط) 





- фо – 


: үк 
: أوجد حل المعادلة‎ 
(3x +2y)dx +(2х п3х + رورت‎ =0 
У 
: الل‎ 
: فيكون‎ М=3х?+2у , N =2x n3x +32. نفترض‎ 
у 
М,-2 , N, -2-2183х-3. 
У 
М,-М,- 3 
Ес ‚=-@ю3х 87080 : أى أن‎ 
المعادلة غير تامة‎ .: 
: لكن‎ 
M -N (2103х-44/) 
-4---5---ш---4Ху--ш---эр(х) 
N 21 3 
x )2 3 22) х 
: يكون عامل التكامل‎ л 
1 1 
iea“ єг" مد‎ _1 
х 


بضرب طرفى المعادلة فى + تصبح تامة على الصورة 
х‏ 
0= بو( + уд +(23х‏ كب (3х?‏ 
х y‏ 


M =3x? +27 А N 2 3 +5. : بافتراض أن‎ 
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[Мах =x* +2y Inx 

y 

[N dy =2y 3х +3 برها‎ 

ê * Жа? р 

— |M dx =21пх = — |M dx dy = 2у (пх 

1 3 

х? + 2yinx + 2у1п3х + 31пу-2у1пх = © : ويكون حل المعادلة هو‎ 


х? + 2 وا‎ 3x + 3 у= © أى أن‎ 


حيث С‏ ثابت اختیاری . 





مثال : 
أو جد الحل العام للمعادلة : 


у (2х+у) dx + (32? + 4xy - y) dy =0 


10—91 
М =у(2х+у) , N =3x? +4xt-y : ليكن‎ 
М = 2х +2у , М№= бх + 4у فإن‎ 
رالا‎ - N, = -4x - 2y = -2(2х +y) 0 : وبالتالى‎ 


أى أن المعادلة المعطاة غير تامة . 


نوجد عامل التكامل I‏ 


نجد أن 
М,-М№, _-20х+у) 2‏ دالة فى بر فقط فيكون : 


-М -у(2х+у) у 
М دوع‎ = у? 
: بضرب طرفى المعادلة فى 2 تصبح 440 على الصورة‎ 
У (2х+у) ёс + у'(3х? + 4ху -у) dy = 0 
М= ху ررق در “يرج‎ +4xy -y ونفترض أن‎ 
وعلى ذلك فإن‎ 


[Мас =× * ر‎ ° +ху* +ху! ; э [M de =3 ر‎ ау! 
у а? р 

<. | — (ма ру =× ر‎ +x 
(5! 

5 2.3 4 1 4 

[М =х?у? =ху =?” 


ويكون حل المعادلة هو : 


-ху! =C‏ ثيرة ج رر аху!‏ رة برج رج ر ر 


أى أن : =C‏ رر ریرج ر ب 








۵- المعادلات التفاضلية الخطية 
المعادلة التفاضلية تكون خطية إذا كان المتغير التابع ومشتقاته فى المعادلة من الدرجة 
الأولى . 
فالصورة العامة للمعادلة التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى تكون : 
È + Py = 00) @‏ 
وتسمى خطية فى y‏ . 
والمعادلة من الرتبة الأولى خطية فى × على الصورة : 
+а(ух = Бу)‏ 0 
ولإيجاد حل للمعادلة )1( » نضعها على الصورة : 
[Р(х)у – О(х)] ах + ау = 0‏ 
ونحاول أن نجعلها تامة » فنفترض : 
М = Р(х) y- Об)‏ 


М, = Рф) 
М,- №, = Р(х) #0 


хэ 


أى أن المعادلة غير تام » ونجد أن : 


M,-N, 
1=1(х)=е ко еро) 


وهو عامل التكامل (عامل المكاملة) . 
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. . تصبح تامة‎ Јо) بضرب طرفی المعادلة فى‎ 
eP Ф р(хуудх--е!!О ع4‎ dy = е!) 6 О(х)ах 


ае! у]=е!”®& Q(x) ах : أى‎ 


وبتكامل الطرفین نحصل على حل المعادلة على الصورة : 
у eO E Q(x) dx +C‏ )2 ی 
حيث ء ثابت التكامل . 
ويمكن تبسيط شكل الحل كما يلى : © + Iy = [I Об)‏ 
حيث : 0ل I(x)‏ 
ويمكن استنتاج صورة حل المعادلة الخطية 
a= PO)‏ 


ويكون حلها هو : 
[IOB + К‏ > «رن1 


حيث × ثابت التكامل » وعامل التكامل هو : Қу) = е!*0%‏ 





مثال : 

أوجد حل المعادلة : بد = برق + х2‏ 
الل : 

المعادلة خطية فى у‏ . 

نضع المعادلة على الصورة 


)0 )0= برجم + 


2 
©З у= 0) أى أن‎ 
: بمقارنة )2( ,)1( نجد أن‎ 
Р(х) 22 ۲ О(х) = х? 
х 
р [ров |2 а= х К 
x 


2 


1(х) = е!Ре)& = е" = х? 
2) [ао Q(x) а = [хха = [ха = ف‎ 


ويكون حل المعادلة المعطاة هو : 


أى أن : +e‏ = برثي 





أوجد الحل العام للمعادلة : 
2ху + х) ду = 0‏ + ثم - بيك (у + у?)‏ 
ثم أوجد الحل الخاص الذى يحقق أن y=]‏ عندما 3=× . 


الحسل : 
المعادلة خطية فى × .......... (لماذا ؟) 


نضع المعادلة على الصورة : 0( )80 арга не‏ 











SoN = 


بقسمة طرفى المعادلة على (у+у2) dy‏ نحصل على : 

















dx у? +2ху+х 
50 أى أن‎ 
=. 0 ی ال‎ 
dx 2у+1 5 
۳ сн ЗЕЕ АА (2) 
dy у+у у+у 
: بمقارنة )2( ,)1( نجد أن‎ 
202223 во) سل‎ - 
у 2 > У 2 у+1 
1 
: ш چپ‎ 
Қу) = م‎ = 670+) ше G 1 = Е 
y +y 
ھم د‎ = [1—0 фе jd 
y +y y+l (у +1у Pok 


I(y)x = |10) Во) +C 


1 1 


РЫН i 
y +y ул! 


„ох = ر‎ + С (Уу) 


+С 





=-1+2С =‏ 3 
زردغی 2 + بر = × 


2У + بر‎ < 


ویکون حل المعادلة هو 


أى أن 


وهو الحل العام للمعادلة التفاضلية . 


ولحساب الحل الخاص » نضع х = 3, y=]‏ فنحصل على : 


С=2 


ويكون الحل الخاص هو : 


أو 





= оү- 
: ملحوظة‎ 
عند حل المعادلة الخطية وتعيين المعامل المكامل 7 يجب أن تكون المعادلة على نفس‎ - ١ 
. هو الواحد الصحيح‎ (= | Дл (2) الصنورة المغروفة أى عامل‎ 


НП №‏ 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 


الل : 
يمكن كتابة المعادلة التفاضلية المعطاة على الصورة : 


أى أن 1 _ اكت 
d у у?‏ 

, 37-29 139 
ويكون المعامل المكامل هو : I=e* =|пу =y‏ 


ويكون الحل العام هو : 
k= 1! дф-сС‏ 


у? 
ух |5 у بر‎ © = 2+ +С 


حيث С‏ ثابت اختيارى . 


مثال : 








= оү – 


БЕ РЕДУ АЕ 
dy у 


боў=4у+з‏ , کد 


1 
21--4у 2 
1-6 y = е2" =e" = у? 


Іх = [104 +С 
yx = [уу = 3y +С 


= у +y +С 


2 С 
ух=у +у+—у 
у 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 


i الل‎ 


المعادلة المعطاة خطية فى × حيث : 


المعامل المكامل 7 هو : 


ويكون الحل العام هو : 


أى أن الحل العام هو : 








TAES 
: معادلات تفاضلية تؤول إلى خطية‎ -1 


Bernoulli's Equation معادله پرتوللی‎ -١ 


تكون المعادلة على الصورة : P(e) уед”‏ + © 
حيث 1 ,0 + بر تسمى معادلة برنوللى » n‏ عدد حقيقى . 
وهذه المعادلة يمكن أن تتحول إلى معادلة خطية : 
۱- بالقسمة على "ر نجد أن : 
y” 2 Р(хуу”" = Q(x) 0)‏ 


۲- نفترض أن = ду”!‏ باشتقاق الطرفين بالنسبة إلى × نحصل على : 
dz‏ 


(-n + Dy” 2 «> 


: أن‎ заз بدلالة‎ у والتعويض عن‎ (n+l) بضیرب,طرفی (1) فى‎ -۳ ٠ 
= + (n + 1) P(x) 2 = (n +1) Q(x) 


(881) 06) -46) , etl) وه‎ =рб) яс 

4: | 

تصبح المحادلة على الصورة : )90= 2092+ 
وهى معادلة تفاضلية خطية فى ۰2 


Их): = حل المعادلة هو : +( و(‎ -٠ 


-00- 
5- ثم باستبدال у"!‏ » نحصل على Jall‏ المطلوب : 


жу"! = ро) аб) +ع‎ © 


I(x) = ای‎ ЯЛ” 





НП 
: أوجد حل المعادلة‎ 
dy + بچر2‎ dx = xe" у? dx 


الحسسل : 
يمكن وضع المعادلة على الصورة : 


ال 
وهى معادلة برنوللى 
5 بالضرب فى у?‏ نحصل على 5 
xe” 0)‏ = 27+ ر 
بوضع у? =z‏ نجد أن : 
з 6 _ d‏ 2- 
dx‏ عن 


بضرب للمعادلة )1( فى 2- والتعویض عن у‏ بدلالة ۾ فیکون : 


و ا وا عا ور 
)و = Z ро):‏ 
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р(х) =—4х , 4(х)--2хе"" 


| р(х)ах = —2х? 
Қх)=е?° 
fr (х)а(х)ах = | е2 А 2хе" је 


--2 | хє = еа" 
3 


1092 [agad +e 


-2х? 1 


3r? 
е?" --67 +c 


أى أن : 


فيكون 


:. حل المعادلة على الصورة 


أى أن 


وحيث أن =y?‏ 2 فيكون : 


أو 


مثال : 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 


المسل : 


المعادلة المعطاة فى صورة معادلة برنوللی وبالضرب فى #رنحصل على : 


-2 dy 1 -i x 
—-|l+— |y =-2 
уед -[1+--)у*=-2е 





نضع 2 - ابر osi‏ 2 


بضرب المعادلة فى )1( وبالتعويض عن ر بدلالة z‏ تصبح المعادلة على الصورة . 


£ (+= 
х 


8 


= 02م + 


рб)=1+-— , д0) = 2e" 


jp а= (1+ موجه هل‎ 
х 


I(x) = ех РЕ хе“ 


| 10940) ёс-- xe“ 2е°ах 


= рхе” dx 
и=2х ду-е ах 
du = 2dx Ет 

2 





وهى معادلة خطية على الصورة : 


فيكون : 


بالتكامل بالتجزئ 


حل المعادلة 
أى أن 
حيث أن zy!‏ 


:. الحل العام 











— ФА ~ 


Ricatti’s Equation ریکاتی‎ Майдд -Ү 

: تأخذ معادلة ريكاتى الصورة‎ 
“ш Р(х)у? + 0) 1 1 
У х)у+ R(x) | (1) 


حيث ۸ 0 ,۶ دوال فى × فقط . 


المعادلة )1( تصبح خطية عندما 0= Р(х)‏ 
كذلك المعادلة )1( تصبح برنوللى عندما 0= Кх)‏ 


وعلى ذلك فإن معادلة ريكاتى أعم من معادلة برنوللى والمعادلة الخطية » ولايجاد حل 
معادلة ريكاتى لابد من أن نعلم حلا خاصا وليكن ,برء حيث уц)‏ = رر . 


ويكون الحل العام لمعادلة ريكاتى باستخدام التعويض : 


у=у+— 
йу Ф, 1 @ 
d d z dx 
: بالتعويض فى المعادلة‎ 

4 1 4 гү 1 
-A н Ga = роў», + 1) + ое)», 4 1) + В(х) 

1 æ 1 1 1 
2. === PO уў +2Роду, + + РО) 2. + боду, + OC) + RA) 


وحيث أن ,برحلاً خاصاً للمعادلة فان : 


-04- 
وبالضرب فى Оеам227‏ على : 


1 
05 


& 1 1 : 
кє 2Р(х)у, = + Ро) + 00) 


وبا لضرب فى 2 نحصل على : 
dz.‏ 
ОРОО», + О(х))г = -P(x)‏ +“ 


وهى معادلة خطية فى 2 تحل كما سبق . 





أوجد الحل العام للمعادلة 
(х-1уу? - × (+2‏ 2515 
рт -D х) ху‏ 
حيث × = برحل خاص لها . 
الل : 
بالتحقيق نجد أن × = з у‏ للمعادلة : 
i E E E‏ 
۰ لفدرص أن : ИРЕ‏ 


Ф | 1 2 
ах 2? dx 


حيث أن المعادلة معادلة ريكاتى 


:. بالتعويض فى المعادلة » نجد أن : 


шог 


2 -7° 3 =(х- уе +1у - ‚| +2х(х + 5 
ах 2 2 


2 
ый-25 2 ل + )ا۔م‎ айн 
2° ах 2 Z 2 
х? dz 2х? х 2x 1 2x 
атата тири 
204 2 z 2 z 2 
4: 1 1 
=- 
dx 2x 2x 
dz 1 1 
سس لسن‎ 
ах 2x? 2x 
: وهى معادلة خطية على الصورة‎ 
& 
— + = 
га р(х)? = q(x) 
11 1 А 
р(х)=1 حيث اب م ف‎ 
2] х 


[Ods > Wee 
1 е* х 
дасдаг = - f 8 > ar 


نوجد Ё-ё‏ بالتجزئ . 


8 
Il 

х | ند‎ 
+ 
il 
8 


du = - به جك‎ у=е* 
Х 


1| фе" е" е" 
|70) а(х) اك = ع‎ E 





أى أن حل المعادلة على الصورة : 


Ц(х)2 = | I(x) 4(х) ах + с 











5 Ге? 
л е2 تدص‎ + с 
2 x 
l 1 1 
узхы- > رز ات‎ × зэ» 5 
2 2 у-х 
е" l e 
=-———+с 
у-х 2 х 
2 dy 2 2 
x = = xy +ху-3 
۳5 : ху 
dy _ 2,1 3 
—— = + — — سس‎ 
ах 4 x’ х? 
= = Р(х)у? + 0(х)у = К(х) 


= +(хР(х)у, + О(х)): =—Р(х) 


Р(х) = 1 Q(x) = 


Уул 


أى أن الحل العام للمعادلة يكون : 


مثال : 
أو جد الحل العام للمعادلة 


. حل خاص لها‎ ул е 
: الحمسل‎ 

بوضع المعادلة على الصورة : 
وهى معادلة ريكاتى : 

التى تتحول إلى المعادلة الخطية : 


Ei 
x 
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& 2 1 

| ] ]-= س + ال —— 

ى أن )241244 
حيث —+— у=‏ 

a рш] 

dx х 


وهى معادلة خطية على الصورة : 
д0)‏ - )م + 22 


3 » 
PORT , q(x) = -1 : حيث‎ 


[рода = [= = пх? 














وبالتالى فإن : Қх) =е" = х?‏ 
وبذلك نحصل على : اك د xa‏ ل = [Iagad‏ 
أى أن حل المعادلة المعطاة هو : Е‏ 

1,1 | Je 
Ите : وحيت ان‎ 

* 2 
йшй: 125 
2 х ху-1 

:. الحل العام للمعادلة : 

ьаст де 

ху-1 

0 4х* 2. 204571 i 
ш 4с—х* 46 - ابر‎ х 7 


zyys 
: ؟- المعادلات التفاضلية على الصورة‎ 
ро) + PO FO) = 00) 7 


حيث (06 Р(х),‏ دوال فى المتغير × و( دالة فى المتغير برفقط و fO)‏ هو تفاضل 
الدالة у)‏ بالنسبة إلى بر . 


لحل هذا النوع من المعادلات فاننا نستخدم التعویض 


z = fó) 0)‏ 
ومنها بالتفاضل بالنسبة إلى × تحصل على 
dz WY‏ 
mg ЛО»‏ 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية )1( نحصل على : 
0б) 8)‏ - موب 


المعادلة )3( معادلة تفاضلية خطية فى 2 يمكن حلها بإيجاد المعامل 04541 شم نس تخدم 
التعويض )2( لايجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية )1( . 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 
المسل : 


نأخذ التعويض ۲ = 2 ومنها بالتفاضل بالنسبة إلى × نجد أن : 
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Ze? 

dx dx 

dz 41 ха 4 КИЧЕ 

بالتعويض فى المعادلة المعطاة نجد тосолж С)‏ 

وهذه معادلة تفاضلية خطية وحلها هو : 2=хе-е+с‏ 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية هو : 

е? = е“ (х-1) + ع‎ 


حيث с‏ ثابت اختيارى . 


مثال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 
ах?‏ = تررم - Z +(2х?°‏ 2ر( 2× - ×3 
(2х - ђу зах‏ و۳ х(‏ 
حيث م مقدار ثابت . 
14-41 
بقسمة طرفى المعادلة على (-1)* نحصل على : 


2 2 
2 2 2х a 
dx х(1-х°) 1-х 





Зу 


dz . У D 
TT باستخدام التعويض ر = 2 ومنها کرو‎ 
dz 2x =] ах? 


—— 


+ е 
dx х(1- х)? 1-х? 





ч 
1 


А ТЕТҮҮ 
2х7-1 de In 1 


! 2 СЭН хүрэн 
Ї(х)-е хх) =e ха? = ويكون المعامل المكامل هو : س‎ 





-109- 











2 -| : ах dx + » 
ху1-х? хү1-х? 1-х 
ша 2 то dx +c 
(1- х2)? 
а 
= +с 
1—х? 
2-у 8, 
فيكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ 
3 
4 ео 
хуї-х? 1-х 


حيث с‏ ثابت اختيارى . 


11. 


۲ فصل التة 
فتخیرات : ۱ 
تمارين 


у Р ? 
لس‎ 

دم | * 

sk -3‏ صن اذا 


1) 
2 
3) 


4) 
5) 
б) 
7) 


8) 
9 


PE 
0 
1 0 
-2)ёх 5 
: (1+2х°) ۱ 
мум 3 ‚х= 
| = 
2х(1+ بر‎ бу 
-2у- 
у 


9 
= )1 
و -) م: 

dr رو‎ 

473 


у@)=е 
+ ۵۲ 

dx=x°dy 

х! ду+ху 


4 х=#п2 
: در‎ 
”- 0 
у 
2у 
х вес 
(+e ) 
+ 
У 
* tan 
Зе 


-0 5 | 
= | | 
2х l- y’ | ۲ 7 
+ ` » 
Е 
| 2 )dx+ ду 
(+y 


%( 
المعادلات المتها 

- ٠ а Р" 

تسه : 


8 دم | s‏ سرا 


1) 
2 
3) 


4) 


: ابتدائي‎ 
=0 
)Ф= 
2 
)ёс- 
мон 
уйх + Эв 
5 – 
ху 


2 
+ 
Зу 
с. 
ч 3х 





5) 


б) 


7) 


8) 


9) 


10) 
11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


-W. 
‚ —2х+2 
у= 221720 
у-1 
‚_ 3у-7х+2 
7х-Зу-3 


Пи х-у-1 
х-у-5 
, х-3у+2 


У ду—12 


‚_2х+2у+1 

х+у-1 
(e+ ysin منودب(‎ dy = 0 : (2۰ 
у(х? + برو( × - بود - برقأب + بے( ر2 - بور‎ =0 
كا‎ 


<< 
х у 





‚_Х+У 
х-у 


ху'=у+ ах + у? ; 1(=0)ر‎ 


‚_3х-2у+4 
2 +7 -1 


У 


со‏ المعادلات التفاضلية التامة ومعادلات توول إلى التامه: 


أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التاليةء ثم أوجد حلا خاصا يحقق الشرط 


1 


الابتدائی (إذا وجد) : 


Gx? +3ху?)х-(3у* -2у-3х?у)ду = 0 








2) 
3) 
4) 
5) 
0) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 


13) 
14) 


1) 


2) 


3) 
4 


- ЛА 


52-14 =0 
х х 


0- اد +(2 - ёс [бох‏ ۲ (1- )یز 
2--4у-(24л5у--1) ёс - 0‏ 
У‏ 


ех? (ду + 2xydx) = Зх? 
у? sin2xdx - ر3‎ cos? xdy = 0 


Зу? 
х? +3х 


(1- xy)ax- (x? – ху)ду = 0 
xdy + cos y(sin y —3х? cos y) а=0 
2хуйх- (3x? - у? برو(‎ = 0 
(х2+у2+х)ах+хуйу=0 ; у(—1)=1 
4xtdx + (Ах? +31) 0 : (۱0 
r(t? +r? +2)ш+(% +3۳2 ( dr = 0 





dx + (уп + 3sin y)dy = 0 


х+3 


(0Оху“*е” +2ху? ку) + (уе? +х?у? +3x)dy =0 
: معادلات تفاضلية خطية ومعادلات تؤول إلى خطية‎ (Ч 


أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية التالية» ثم أوجد حلا خاصا يحقق الشرط 


: الابتدائي ( إذا وجد)‎ 
йу l o_a 
رت رات سکب‎ -3 
а х" 
D кш, 
dt t 


х?у'-2ху = ۲+3 -у()-2 


ydx-4xdy = уу :х()= 4 


5) 
6) 


7) 


8) 


9) 


10) 
11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


- 1٩ - 
tds = )3+ و( + و(1‎ аг. 
хау + уйх = 2(х-х? у)ах 


1+ х? 


х 


(+x )y' +ху= 
1 

ус уа 7 

{у‏ (2- 5 = بوجت + ار 

Ф بر ?ہو‎ = xte” 

dt 


4x 
зау - уйх = 3ye dx 
(12e*y 2- y)a = dy ;у(0)=1 


Tay = уе? Без +3” F} 


-2(х-у) +(х-у)+х. 


х 


2 dy 2,2 
x —+xy+x =4 
y 


у'+2уе* +y? =e” +e 


) استخدم التعويض (хе? =Z‏ 
ر y=}‏ حل خاص) 

х 
برحل خاص)‎ = х) 
حل خاص)‎ ==) 

х 


)6 = برحل خاص) 





1) 
2 


3) 


4) 


5) 


9) 


7) 


8) 


9) 

10) 
11) 
12) 
13) 
14) 


15) 


16) 


تمارين عامه 











: أوجد الحل‎ 
xdx- ”ر‎ dy = 0 
у= у?у? 
dy 3х? +2 
ах 2у 
Ф =2(у +9) de 
Ф A 
dt 
dy е" 
و سڪ‎ 0)=1 
273 ر‎ )0( 
, +x 
у =2 
х 
, х*+2у* 
у у= 2 
ху 
r 2 
у x-y? 


(2 + ر‎ )ax-xydy =0 ;у@=-2 
(e + ود‎ Jay - yax =0 
2хуйс (1+ x" )dy =0  ;y(i)=-5 
2y - xe” dy - (2 + ye” جه(‎ = 0 
22+ (2y +1)dy =0 РУ@)=-2 


ай _ 2x°(x- 1) 
dt 4x +6xt+ 2x 


xy? dx + x? y(y +1)dy=0 


;х(2)=3 


-۷1 
. 2 
17) 2e”dt+ E d =0 
x 


18) (cos x tan y + xsin у) dy + (sec y - cos y - y tan ysin x)dx= 0 
19) Зх?уф+(2х3+4у?) = 0 
2) у+^у=- 
x x 
21) у'+ху=ху? 
2) رلو“ = بر + ر‎ 
х 
23) Pi psi 
х 
24) ر×6 = ر× + 'ر‎ 
25( ر : ی رگ + ار‎ )-1(- 2 


26) а, q = 4с0521 :4(0) -1 


ах 2 2,13 
27) — +3г°х = хїїе 
) а j 
28, dy = i 2 5 حل‎ =] Е 
) 7 = cosx - ysinx + у خاص‎ у = حيث × ای‎ 
1 1 1 ۳ 1 
29) у'=2+-—(х-1)у-т—у حل خاص‎ у=х+— da 
2 2 х 
30) xq- × ابر[‎ = x? + у-2ху! حل خاص‎ у= dya 


» 


31) у'=1+у? حل خاص‎ у=апх «у 


الباب الثالث 


تطبيقات على 
المعادلات التفاضلية 
من الرتبة 1941( 








الباب الثالث 
تطبيقات المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولى 


.١‏ المسارات المتعامدة 


تعريف : 
إذا كان لدينا مجموعة من المنحیات )1( ۰ 0“ бус)‏ ۴ فان المنحنی (المنحنيات) 


الذی بقطم تلك المنحنیات على التعامد یسمی مساراً (مسارات) متعامدا » حيث یصنم ذلك 
المسار مع كل منحنی من المجموعة )1( زاوية قائمة وللحصول على معادلة ذلك 
المسار » نتبع الخطوات الآتية: 


۱. نوجد مشنقة الطرفين للمعادلة )1( بالنسبة إلى e х‏ نحصل على المعادلة 


С (х, уу, С) = 0 (2) 
۲.بحذف 0 من المعادلتين )2( ‹ )1( » نحصل على‎ 
y` =f, у) | (3) 


حيث تمثل f (уу)‏ ميل مجموعة المنحيات )1( 





۳.یکون ميل المسار العمودى т‏ » وعلى ذلك فان المعادلة التفاضلية للمسار 
х,у‏ 
1- 
! 


гу! ۱ 
4 f(x,y е 





وذلك فى حالة الإحداثيات الكارتيزية. 





كلاه 


.٤‏ بحل المعادلة التفاضلية 6 نحصل على معادلة المسار العمودى على الصورة 
в (х,у, а) = 0‏ 


dya‏ 0 ثابت اختیاری. 
مثال: 
أوجد المسارات العمودية لمجوعة الدوائر ت_تمر+ تمر حيث ع بارامتر 
الحل : 


بتفاضل طرفى المعادلة بالنسبة إلى × » نحصل على 


ОК: 
2х-2у---0 
x+ Ук 
ф_х_ = -į Ї 
dx y S (x,y) ی ان‎ 
المعادلة التفاضلية للمسار العمودی‎ 
۳ 
ах х 
2 а بفصل المغيرات نجد أن‎ 
у х 
пу = тх + ina بالتكامل نحصل على‎ 


.. معادلة المسار العمودى هی × = ر حيث »0 ثابت 


-ҮҮ. 
: ال‎ ь 
آوجد المسارات المتعامدة لمجموعة المنحنيات‎ 
ах? + у= 2асх (1) 


aba: بارامتر‎  ثیح‎ 


: dat 
. × بتفاضل طرفى المعادلة بالنسبة إلى‎ 

..2 a + 2уу' = ac (2) 
х بضرب طرفى )2( فى‎ 

.: 2022 + 2хуу' = 2асх (3) 


л2а%№ + 2хуу' = ах! + у? 
- 2 2 . 
хас. وعلى ذلك النحو نجد أن‎ 
2ху 
نلاحظ أن المعادلة الناتجة تمثل ميل المماس لمجموعة المنحنيات.‎ 


وتكون المعادلة التفاضلية للمسارات العمودية على الصورة 





وهى معادلة تفاضلية متجانسة. 





-ҮА- 
у'=ук+у у= ۱۲ نفرض‎ 
بالتعويض فى المعادلة‎ 


2, 
а-у 


.. 1۷ +v= 





در + يري - 2۷ 
ببس ييه ص سس جع р т<‏ 


*. ХУ те” 
5 : 
أى أن‎ 
نجد أن‎ e بفصل المتغيرات‎ 
(а-у?) dv 


)1( 000773 
أولا : إذا كانت 22 а‏ 
باستخدام التحويل إلى الكسور الجزئية للطرف الأيسر للمعادلة 
(а-у) А Ву+с‏ 


ЯС-а)”| v Q-a 


ла-у? = A[(2-a)+v’]+[Bv+c]v 
بمساواة الحد المطلق فى الطرفين نجد أن‎ 


а-А(2-а) =>А=—=© 





2-а 








. 0 
72-а 





a) +у2]=1а kn‏ - 2)]ها 


а 
У _ 2-a „2-а 


=k‏ س 
(2-a) +‏ 


220, W ) = х مس‎ +5 


بضرب الطرفين فى ”× تكون معادلة المسار العمودى 


مر + قمر (2-a)‏ = گر ره 





- 4. 


بمساواة معاملات ثما فى الطرفين نجد أن 


بمساواة معاملات у‏ فى الطرفين نجد أن 


وعلى ذلك بتكامل طرفى )1( نحصل على 


юз‏ ارمع K?‏ در فنحصل على 


ثانيا : إذا كانت 2 = а‏ 


بالتعويض فى )1( نجد أن 





عم 


221 у =inkx 
۷ 
وا‎ km أى أن‎ 
“ш ى أن‎ 
فنجد أن‎ у=” بوضع‎ 
2 
х 
-—у=іаҝ у 
у 


وهى تمثل معادلة المسار العمودى فى حالة 2= © 
مثسال : (فى حالة الاحداثيات القطبية) 
أوجد مجموعة المنحنيات التى تقطع على التعامد مع مجموعة المنحنيات 
г? = д? cos (6)‏ حیث » باراميتر. 
الحسسل : 
بتفاضل طرفى المعادلة بالنسبة إلى 6 فإننا نجد أن 
~a? ѕіп(б)‏ = .= 2۳ 


- ۸۱ - 


Я ره‎ „ dr ағ 
5) 483 2م -) بدل من )-2( فان المعادلة التفاضلية للمسارات المتعامدة‎ 
إن : رات ة تكون‎ Су بدل من‎ бу лу بوضع‎ 


2,7 40 r tan (ө) 
а" 
وبفصل المتغيرات والتكامل يكون الحل العام هو‎ 
مر‎ = с sir? (6) 


وهذه تمثل مجموعة المنحنيات التى تتقاطع على التعامد مع مجموعة المنحنيات المعطاة. 
-Ү‏ السارات غير المتعامدة : 
ليكن لدينا المعادلة 
Е (х, у, с) = 0 (1)‏ 
والتى تمثل عائلة المنحنيات المستوية ذات الباراميتر ©. المنحنى الذى بقطع عائلة 
المنحنيات )1( بزاوية 90° عد © يسمى مسار غير عمودى لعائلة المنحنيات. )1( بتفاضل 


المعادلة (7) بالنسبة إلى ух‏ بحذف e‏ بين المعادلة الناتجة والمعادلة )1( نحصل على 
معادلة تفاضلية على الصورة 


у(х,» (2) 


خط تماس عائلة المنحيات (1) ميله يكون f (ху)‏ عند التقطة (х,у)‏ وبالتالى فإن زاوية 
ميله ((ب,: )2 гап‏ عند النقطة (хуу)‏ ومن هذا فان خط التماس للمسار المائل الذى 
يقطع المنحنيات بزاوية © سيكون له زاوية ميل » + хе гап! ху)‏ نفس النقطة 
(х,у)‏ ومن هذا فان ميل المسار المائل هو 


/(х, у) +їапа 


an [ап (О) ай = 0 =. 





-АХ- 
ومن هذا تكون المعادلة التفاضلية لعائلة المسارات المائلة هى‎ 
Ф. J (x, у) + tan a (3) 
ах 1- f (x, y)tan a 
)1( بحل المعادلة التفاضلية )3( نحصل على معادلة المسارات الغير متعامدة للمعادلة‎ 
والآن سنعطى مجموعة من الأمثلة المحلولة.‎ 





: а 


أوجد المسارات بزاوية 4 على مجموعة الدوائر 


х? +у=с 
/(хуу=-® من هذه المعادلة يكون‎ 2-3 сэг 
у y 


ولكن а=”‏ وعلیه فإن المعادلة التفاضلية للمسارات المائلة تكون 








х 7 
- + )مھا‎ ( 
Ф. у 4__у-х 
لكين ير عه‎ У+х 
4 
أى أن المعادلة هى‎ 
ОД 
ах у+х 


وهذه معادلة تفاضلية متجانسة من الرتبة الأولى حله هو 


20 


- ۸۲ - 


وهذه تم عائلة المسارات المائلة بزاوية 2 للمنحنیات المعطاة dya‏ ره ثابت اختیاری. 





مثال : 


أوجد المسارات التی تقطع المستقيمات сх‏ = «ربزاوية قدرها 2 


الل : 
من сх АМАА‏ = بزنجد أن y'= с‏ وبحذف » من المعادلتين نحصل على المعادلة 
التفاضلية 
ФУ‏ 
ф х‏ 


من هذه المعادلة يكون /(х,у)-7‏ ولكن د فإن المعادلة التفاضلية للمسارات 
х‏ 





المائلة تكون 
х 7‏ 
ŽŽ +tan(‏ 
_у+х‏ رو 
Ф 1 E an х-у‏ 


أى أن المعادلة هى е‏ وهذه معادلة تفاضلية متجانسة من الرتبة الأولى والحل 
العام لها هو 
Ine; (х? + у?)у-2 n) (=0‏ 
х‏ 


وهى معادلة المسارات المائلة بزاوية على المنحنيات المعطاة حيث ره ثابت اختیاری. 


- كمه 
"- مسائل النمو والاضمحلال 


لترمز М)‏ لكمية المادة أو (مجموع السكان) التى اما أن تكون نامية أو مضمحلة e‏ إذا 
فرضنا أن ам‏ (هو معدل التغير الزمنى لهذه الكمية من المادة) تكون متناسبة مع كمية 
المادة الموجودة » فإن A, = ЕМ‏ أو 


0 بر 
dt‏ 


حيث ۸ ثابت التناسب. 


بفرضنا أن МО)‏ تكون دالة قابلة للاشتقاق وبالتالى فهى متصلة ودالة فى الزمن » وهذا 
الافتراض غير صحيح في مسائل تعداد السكان » حيث ЦАМ)‏ دالة متقطعة وقيمها 
أعداد صحيحة. وبالرغم من هذا فان المعادلة )]-( مازالت تعطى تقريبا جيدا للقوانین 
الفيزيائية التى تحكم هذا النظام. 


مثال : 


يتناسب معدل نمو البكتريا فى مزرعة جرئومية مع عدد العناصر الموجودة بها. لوحظ أنه 
بعد ساعة واحدة كان للبكتريا 1000 سلالة. وبعد أربع ساعات أصبحت 3000 سلالة. 
أوجد : 

أ. تعبيرا عن عدد السلالات الموجودة تقريبا عند أى لحظة /. 

ب. عدد السلالات التقريبية الموجودة أصلا. 

10—31 

(À)‏ ليكن МР)‏ عند عدد السلالات فى اللحظة / . فان المعادلة 


dN/ -kN =0 (1) 


-Адв. 

وهی معادلة خطية قابلة للفصل أى ذات متغيرات منفصلة وكون حلها هو 
М) = се“ (2)‏ 
عندما 1 = М = 1000 ‹ t‏ يكون сей‏ = 1000 . وعندما 4 = 1 « 3000 = N‏ يكون = 3000 

1 5 

K=— ln 3-06 : نحصل على‎ с, وبحل هاتين المعادلتین بالنسبة إلى کل من‎ се 
وبالتعویض عن قيمتى #, + فى )1( نحصل‎ с = 1000 0366م‎ = 694, 

. کتعبیر عن عدد السلالات الموجودة عند اللحظة ؛‎ NG) = 69469368, До 


NO) = 694 3600و‎ - 4 





1 > 


يتناسب معدل ازدياد تعداد سكان قطر معين مع عدد السكان الذين يعيشون فيه. إذا 
تضاعف عدد السكان بعد سنتين وأصبح 20.000 بعد ثلاث سنوات. أوجد عدد السكان 
الذين يعيشون فى القطر فى البداية. 

الحصل : 

ليكن ۸ عدد السكان الذين يعيشون فى القطر عند أى لحظة ٠.۲‏ عدد السكان فى البداية 
да ДЫЙ А‏ المعادلة رم تحتل على 


Мау=се“! () والتى حلها‎ #-кушо 


عنما 0 = ۸ № = М‏ فإنه ينتج من )1( أن се‏ = № ومنه N°‏ -م. وعليه فان : 
УФ“ (2)‏ = . عندما 1-2 57 = № بعد التعويض هذه القيمة فى )2( نحصل على 


- ۸1 - 


)3( 3/0347 = . وعندما 3 = N=20.000,t‏ ۰ بتعویض هذه القيم فى )3( نحصل على : 
N, = ۷/2. 832( (4)‏ = 20.000 ومنها نحصل على 7062 = -No‏ 


> - مسائل درجة الحرارة 


ينص قانون نيوتن للتبريد والذى يطبق تماما فى التسخين على أن 'معدل التغير الزمنى 
لدرجة حرارة جسم يتناسب مع الفرق قى درجتى حرارة الجسم والوسط المحيط به". لتكن 
Т‏ هی درجة حرارة الجسم و Т,‏ درجة حرارة الوسط المحيط. فإن معدل التغير الزمنى 
حرارة الجسم تكون 4/44 » ويمكن صياغة قانون نيوتن للتبريد على الصورة 


ат/а = -k (T-Tm) (D 
أو الصورة‎ 
ат 
.سب‎ = KT 2 
0 5 (2) 


حيث ۸ هو ثابت التتاسب الموجب. تكون الإشارة السالبة مطلوبة طالما اخترنا k‏ موجبة 
فى قانون نيوتن لجعل :47/4 سالبة فى عملية التبريد عندما بكون 7 أكبر من Ta‏ › و 
موجبة فى عملية التسخين » عندما تكون Т‏ اقل من 1. 





مثال: 


وضع قضيب معدنى درجة حرارته ФЕ‏ 0 فى حجرة درجة حرارتها ثابتة عند F‏ 0‚ 
أصبحت درجة حرارة القضيب F‏ 50 بعد عشرین دقيقة. أوجد : 


أ. الزمن اللازم لتصل درجة حرارة القضيب إلى F‏ 25. 


ب. درجة حرارة القضيب بعد عشر دقائق. 





= АҮ _ 
: الحسسل‎ 


باستخدام المعادلة )2( مع 0 = Т‏ > ویکون الوسط هنا هو الحجرة التی لها درجة حرارة 
ЕД‏ 0 . 


А гр, dT : 1‏ 
وبالتالى يكون لدینا 0= + سگ والتی یکون حلها e"‏ =7 


وحیث أن 700 = Т‏ عندما 0 = / (حرارة القضیب الابتدائية هی F‏ 100( ‹ فینتج من )1( 
0و = 100 أو 100 = с‏ . بتعویض هذه القيمة فى )1( » نحصل على : 
)2( "و0 = Т‏ 


عندما 20 = + تكون 50 = T‏ وبالك‌الی من )2( 70062 = 50 » ومنها 


еч | -1, 50 -1‏ 
E‏ و ريض هذه اة فى رم تمسق ع 
Ё-2) = 070595)‏ وبتعویض هده a‏ 


درجة حرارة القضيب عند أى لحظة t‏ » أى 

T= 10000035! (3)‏ 
أ. لإيجاد t‏ عندما 25 = 7 بوضع 25 = „АТ‏ )3 يكون لدينا 100295 = 25 أو 
= /0.035- وبالحل نجد أن и = 39.6 тїп‏ 


ب. لإيجاد 7 عندما 10 t=‏ بوضع Аг-10‏ )3( وبالحل بالنسبة للى 7 نجد أن : 
Т = [0093309 - 70000. 705( = 70.5 F‏ 

ملاحظة : يجب ملاحظة أن قانون نیوتن یکون متحققا للفروق الصغيرة لدرجات 
الحرارة » وعلی ذك فان الحسابات السابقة تمثل فقط تقریبا أوليا للوضع الفیزیائی. 





-АА- 

مثال : 

وضع جسم درجة حرارته 507 بالخارج حيث درجة الحرارة 100# وكانت درجة 
حرارة الجسم بعد خمس دقائق هی 6007 » أوجد : 

أ. الزمن اللازم لتصل درجة حرارة الجسم إلى .75°Е‏ 

ب. درجة حرارة الجسم بعد عشرين دقيقة. 

السل : 

باستخدام المعادلة )2( مع 100 = 7 » (الوسط المحيط بالخارج هو الهواء). وبالتالى يكون 


لدينا 1-1001 وهو سعادلة اة А‏ كليا ураг,‏ 


Т= е“ + 100. (1)‏ 
وحيث أن 50 = 7 أو 0 = ۸ فينتج من )1( أن 100 + ce”‏ = 50 أو 50- = e‏ بتعويض 

هذه القيمة فى )1( > نحصل على : 
)2( 0 + و50 = Т‏ 


عندما 5 تكون 60 = 7 » وبالتالى من )2( 100 + 50%- = 60 ومنها *507- = 40- 


-1 40 -1l ; 
. k= In — = — (0.223) = (0.045 | 
و ( (=) ( 7 و‎ 


5 


وبتعويض هذه القيمة فى )2( نحصل على درجة حرارة الجسم عند أى لحظة ؛ على 
الصورة : 


‚Т = -50 °° + 0 (3) 


- ۸۹ - 
أ. لإيجاد 1 عندما 75 = 7 بوضع 75 = 7 فى (3) فيكون لدينا 
50- = 75 أو 0 وبالحل بالنسبة إلى ۶ نجد أن 2 - :0045 - 
أو тіп‏ 15.4 =‚ 
ب. t= 0 ۹ TAY‏ بوضع 20 = / فى )3( وبالحل بالنسبة إلى 7 نجد أن : 
Т = -50е°®%49@® + 100 = -50(0.41) + 100 = 79.5°‏ 
۵- مسائل الجسم الساقط 


اعتبر جسما کتلته т‏ ساقطا رأسيا متأثر فقط بالجاذبية الأرضية ع ومقاومة الهواء التشى 
تتناسب مع سرعة الجسم » نفترض أن كلا من الجاذبية الأرضية والكتلة يبقيان ثابتان. 
وللمواعمة » نختار الاتجاه الرأسى إلى أسفل هو الاتجاه الموجب. 


قانون نيوتن الثانى للحركة 
القوى المحصلة المؤثرة على جسم تساوى المعدل الزمنى لتغير كمية الحركة أو للكتلة 
الثابتة » С‏ 

ОАА | (3) 


ddt 
4 هی القوى المحصلة على الجسم و ۷ هی سرعة الجسم » کلاهما عند الزمن‎ F حيث‎ 


فى المسألة التى لدينا توجد قوتان تؤثران على الجسم )7( قوة الجاذبية المعطاة بوزن 
الجسم 7 والتى تساوى те‏ 3 )2( قوة åa glia‏ الهواء معطاة ب -kv‏ > حيث ۸ <0 هو ثابت 
التناسب. والإشارة السالبة تكون مطلوبة لأن اتجاه هذه القوة عكس اتجاه السرعة التى 


Е С 
على الجسم هی‎ F تؤثر رأسيا إلى أعلى فى الاتجاه السالب وتكون بالتالى القوى المحصلة‎ 
۲ mg-iv=m بتعويض هذه النتيجة فى )3( نحصل على‎ F= mg — kv 


dv k 
+ اد‎ 4 
Жн * (4) 


كمعادلة الحركة للجسم. إذا أهملنا مقاومة الهواء أو كانت غير موجودة » فان 0 = k‏ 
وعلى ذلك فإن المعادلة (4) تبسط إلى : 


ф 
—= 6) 
8 | (5) 
р 
/ عندما 0 < ۶ تعرف بالمعادلة:‎ и السرعة النهائية‎ 
mg 

= 6 

Дан (0) 


تحذير : تكون المعادلات )4( ,)5( ,)6( متحفقة فقط 13 تحققت الشروط المعطاة. لا تتحقق 
هذه المعادلات إذا كانت » مثل » مقاومة الهواء لا تتناسب مع السرعة مع مربع السرعة » 
أو إذا أخذ الاتجاه الرأسى لأعلى هو الاتجاه الموجب. 


مثال : 


أسقط جسم كتلته 5 رطل من ارتفاع 100 قدم بسرعة صفرية » وبفرض عدم مقاومة 
الهواء » أوجد 

أ. تعبيرا عن سرعة الجسم عند أى لحظة :۰ 

ب. موضع الجسم عند أى لحظة t‏ 

ج. الزمن اللازم لكى يصل الجسم إلى الأرض. 





5:9. 
i الحسسل‎ 


أ. حيث أنه لا توجد مقاومة للهواء فان المعادلة )6-5( تؤول إلى ج = 7/2 إلى معادلة 
РОТА‏ فى الصورة التفاضلية وقابلة للفصل ويكون حلها هو ء + بع =۷. 
عندما 0= ,,0 = ۲ (سرعة الجسيم الابتدائية هی الصفر) » соја‏ + )20 = 0 , = 
0. وبالتالی уна‏ وبفرض أن ©32//56 = چ » فإن: 

у= 32 (1) 

ب. لتكن السرعة هی المعدل الزمنى لتغير الإزاحة ох‏ وبالتالى 7 = « وعليه فان 
المعادلة )1( تؤول إلى /32 :27 وهذه المعادلة التفاضلية خطية وقابلة Jail‏ 
ويكون حلها: 

)2( ره + 6[ دعر 


ولكن عندما 0 = + تكون 0 = х‏ وبالتالى су‏ + ?)160( = 0 أو 0 = сі‏ وبتعويض هذه 


القيمة فى )2( » نحصل على : . 
х=16 (3)‏ 


ج. لإيجاد t‏ عندما 100 = х‏ » من )3( نحصل على sec.‏ 2.5= )100)(16(/ =2 
مثال: 

أسقطت كرة من الصلب تزن رطل من ارتفاع 3000 قدم من السكون. 

ий,‏ سقوطها فإتها تواجه مقاومة الهواء التى تساوى عددا 8 (بالرطل) حيث هى 
سرعة الكرة (قدم لكل ثانية) . أوجد 

أ. السرعة النهائية للكرة . 

ب. الزمن اللازم لوصول الكرة إلىالأرض. 


„ЗҮ a 
: الحسل‎ 
к=, , > 215 , х= 3000 حيث موقع الآن عند‎ 


بفرض أن عجلة الجاذبية م هى ХА. 32 бес?‏ لدينا من الصيغة у =mg‏ 


أن т(32)‏ = 2 » أى أن كتلة الكرة هی slug‏ بر т=1‏ 
dv А А‏ 
وتصبح معادلة )4( على الصورة Е аы‏ 


ويكون حلها هو )1( 16 + у= (0) = се?!‏ . عندما (0 = 6 يكون لدينا 0 م . 
وبالتعويض فى )1( » نحصل على : 
6 + و = 16 + 20م = 0 ومنها نجد أن 16 = с‏ ۰ وتصبح )1( على الصورة : 
v= )( =-1бе?! + 16 (1)‏ 
(أ) من )1( و )2( نجد أن 16 <- ١ о,‏ وبالتالی فإن السرعة النهائية зес А‏ / 161 
(ب) لإيجاد الزمن الذى تستغرقه الكرة لتصل إلى الأرض )3000 = 6 .188 نجتاج إلى 
تعبير عن موضع الكرة عند أى لحظة а‏ حيث أن у= дийн‏ » فإنه يمكن «АХ‏ )2( 
على الصورة 16+ ве?‏ 
وبتكامل طرفى المعادلة الخيرة مباشرة بالنسبة إلى + ۰ فيكون لدينا : 
)3( ره + x(t) = 8e* + 16t‏ حيث с,‏ هو ثابت التكامل . 


عندما 0 = ۰۶ 0 х=‏ وبالتعويض عن هذه القيم فى )3( نحصل على : 


-4Ү- 


(3) وتصبح المعادلة‎ ‹ су = -8 ومنها نجد أن‎ » 0 = 8е20 + 16 (0) + сү= 8 + с, 
على الصورة‎ 


x(t) = 8е?! + 16-8 (4) 


وتصل الكرة إلى الأرض عندما 3000 = ()× e‏ وبالتعويض عن هذه القيمة فى )4( يكون 
لدينا 164—8 + 2و 8 = 3000 أو : 


376 =e + ۶ (5) 


بالرغم أنه لا يمكن حل المعادلة )5( صراحة بالنسبة إلى + » فإنه يمكن أن نقرب الحل 
بالتجربة والخطأ » وذلك بتعويض قيم مختلفة للزمن + فى (5) حتى نصل إلى درجة الدقة 
التى نريدها . وبديلا ‹ نلاحظ أنه لأى قيمة كبيرة للزمن + » تجعل الحد الأسى صفرا . 


ونحصل جيد فى هذه الحالة بأخذ 6 - + 2 وذلك من )5( وتكقون f = 188 sec‏ وهذه 
القيمة للزمن / تجعل الحد الأسى Жас"‏ (مهملا) . 


۰۹۶ 


р Те 


. تنمو بكتريا فى محلول غذائی بمعدل يتناسب مع عدد العناصر الموجودة. وجد فى 
البداية ان 250 سلالة بكتريا فى المحلول وأصبحت 800 سلالة بعد سبع ساعات . 
أوجد | 

أ. تعبيرا عن عدد السلالات فى المزرعة عند أى ihal‏ 4 

ب. الزمن اللازم لنمو التكتريا إلى 7600سلالة. лж‏ 


تكبو کرب فى ارز سل بف تع LEE кй шй ы‏ فس 
البداية أن 3000 سلالة زادت بنسبة 20 فى المائة بعد ساعتين . أوجد 

أ. تعبيرا عن العدد التقريبى فى المزرعة عند أى لحظة + e‏ 

ب. الزمن اللزم لكى يكون غدد السلالات ضعف الموجودة فى البداية. 


ينمو عفن بمعدل يتناسب مع حجمه الموجود . وجد أن » فى البداية oz‏ 2 من هذا 
العفن بعد يومين 02 3 . أوجد 

амаа‏ الموجوة تمد رو ولخد 

ب. حجم العفن الموجود بعد يوم عشرة أيام. 


. وضع جسم درجة حرارته 057 فى حجرة حرارتها ثابتة عند 00۶۲ . إذا کانست 

درجة حرارة الجسم 25°F‏ بعد عشر دقائق с‏ أوجد 

› 50°۶۴ الزمن الازم لتصل درجة حرارة الجسم الى‎ А 

ب. درجة حرارة الجسم بعد عشرين دقيقة. 

وضع جسم درجة حرارته ‏ *0 فى حجرة درجة حرارتها ثابتة عند Е‏ 100° . إذا 
У 59 а‏ 1 


أصبحت درجة حرارة الجسم 40° بعد 20 444 ‹ Е‏ 20° بعد 40 دقيقة ‹ أوجد 
درجة حرارة الجسم فى البدابة. 


.4 - 
1 وضع جسم درجة حرارته 50°Е‏ فى فرن تبقی درجة حرارته ثابتة عند 150°Е‏ . إذا 
آصبحت درجة حرارة الجسم 75° بعد 10 دقائق с‏ آوجد الزمن اللازم لتصل درجة 
حرارة الجسم إلى 100°Е‏ . 


۷. اسقط جسم كتلته slugs‏ 3 من ارتفاع 500 قدم بسرعة صفر. باهمال مقاومة الهواء с‏ 
أوجد 
أ. تعبيرا عن سرعة الجسم عند أى لحظة ؛ » 
ب. تعبيرا عن موضع الجسم عند أى لحظة 1‚ 


۸ أسقط جسم من ارتفاع 300 قدم بسرعة ابتدائية 30 قدم لكل ثانية. بإهمال مقاومة 
الهواء » أوجد 
أ. تعبیرا عن Ас уа‏ الجسم عند ای لحظة et‏ 
ب. الزمن اللازم للجسم ایصل الى الأرض. 


. «° قذف جسم كتلته رأسيل إلى أعلى فى الهواء بسرعة ابتدائية‎ ٩ 


بإهمال مقاومة الهواء » أوجد 
أ. معادلة الحركة Е e‏ 
ب. تعبيرا عن سرعة الجسم عند أى لحظة + e‏ 
ج. الزمن ب الذی يصل فيه لأقصى ارتفاع › 
د. تعبیرا عن موضع الجسم عند أى لحظة ct‏ 
ه. أقصى ارتفاع يصل إليه الجسم . 


- a 


٠.أوجد‏ المسارات المتعامدة لكل من 


(фх-у-0 @ у = сх? (їй) 2 + у? = с? 
(у) مر‎ =а(1 + зїп Ө) (vi) r = а (sec 0 + гап 0) 


7/4 ”ر بزاوية قدرها‎ = 4 ax أوجد عائلة المسارات المائلة التی تقطع المنحنيات‎ .١ 


۲ أوجد عائلة المسارات АШЫЙ‏ التى تقطع المستقیم ممه = بر بزاوية قدرها 74 


۳ أوجد عائلة المسارات المائلة التى تقطع المستقيم а‏ - بر- + بزاوية قدرها 7/4 А‏ 


. بارامتر‎ » сэ» 


الباب الرابع 


المعادلات التفاضلية 
العادية من الرتبه 
الاولی والذ رجات العليا 





الباب الرابع 
المعادلات التفاضلية العادية من الرتبه 


4411 و الدرجات ыы)‏ 


аы уйа‏ : المعادلة التفاضلية من الرتبة الأولى تأخذ الصورة 


Е») =0‏ 
يمكن أن توضع على الصورة 


Е(х,у,р) > 0‏ 
AR‏ 2- باراميتر. فإذا كنت درجة م اكبر من الواحد فإن المعادلة التفاضلية فى هذه 
الحالة تكون من الرتبة الأولى والدرجات العليا فى الصورة البارامترية ويكون الحل فى 
هذه الحلة دالة فى البارامبتر م. 
-١‏ معادلات تفاضلية على الصورة 0 = F (у)‏ : 
نفترض أن المعادلة التفاضلية المعطاة على الصورة 


Е(у)=0 


ا ۳ 


وبحل هذه المعادلة نحصل على 


(Ee 





مثال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


627-67 - 2у'= 0 


الحسسل : 
بوضع مر فان المعادلة تأخذ الصورة 
р”-р-2р-0‏ 
ومنها نجد أن 
Р(р-2)(р + 1) = 0‏ 
ومن هذا يكون 
с‏ يرج 0 دم , 
ر +22 ديرج 2 دمر , 
=-1-›у=-х+с,‏ 
ويكون الحل العام هو 


(у-с.Ху-2х-с,Ху+х-с,)=0 


-%,%„. 


وحيث أن المعادلة التفاضلية المعطاة من الرتبة الأولى فان الحل لابد أن يحتوى على ثابت 
اختيارى واحد فقط. من هذا فإن الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة يكون على الصورة 


(у —с)(у - 2х - с)(у + х-с) = 0 


حيث с‏ ثابت اختيارى. 





۲- معادلات على الصورة 0= (ر م ۴: 
فى هذه الحالة يمكن وضع المعادلة التفاضلية المعطاة على الصورة 
х=/(у,р) (1)‏ 


‚р=—— حيث‎ 


جع 


3 


بتفاضل طرفى المعادلة )1( بالنسبة إلى برفإننا نحصل على 


1 ф _ QF a د‎ dp 
Р^ф фу арау а) 
ومنها يكون‎ 
4. dp. 
ОР 


وهذه المعادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى وهى تحل باحدى الطرق التى 
درست فيما سبق » وبافتراض أن Jall‏ يعطى على الصورة : 
Фс) (2)‏ - ر 


حيث c‏ ثابت اختیاری . 


-Хла = 


وتكون المعادلتان (1) و )2( هما الحل العام للمعادلة التفاضلية فى الصورة البارامترية . 





آوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
+в‏ -$= 
الحسسل : 


حيث أن مڭ فإن المعادلة التفاضلية المعطاة يمكن وضعها على الصورة 
x=3p -p +6 (2)‏ 


بتفاضل طرفى المعادلة )1( بالنسبة الى برنحصل على 


ومنها 
4 1 
—=(12р? -2p‏ 
р (12р РУ,‏ 
وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى . بفصل المتغيرات نحصل.على 


وك (*م 2 - 'م 12) = dy‏ 


وبالتكامل نجد أن 
р?) dp + с‏ 2 -ثم12)/ = Јау‏ 


-Y.a 


12 2 
УР -7P +e @) 


المعادلتان )1( » )2( تمثلان الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة فى الصورة البارمترية 
حيث с‏ ثابت اختیاری. 
؟- معادلات على الصورة 0 = y)‏ 76 


في هذه الحالة يمكن وضع المعادلة التفاضلية المعطاة على الصورة 


p) 0)‏ = بر 
بتفاضل طرفى المعادلة )1( بالنسبة الى « نحصل على 
۱ رز بش دم 
ومنها 
P= fE pE)‏ 


وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى وهى تحل بإحدى الطرق التى 
درست » وبفرض أن الحل بعطى على الصورة 

х= уф, с) | 0) 
اختيارى‎ са с дэх 


у 55,‏ المعادلتان )1( » )2( هما الحل للمعادلة التفاضلية فى الصورة البارامترية . 


кл 
: مثال‎ 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 

r -ny -s‏ )در 


الحسسل : 
حيث أن مڭ فإن المعادلة التفاضلية المعطاة يمكن وضعها على الصورة 

3р? - 7р? -5 (1)‏ -ثم = у‏ 
بتفاضل )1( بالنسبة الى × نحصل على 


- 4 (6 з- _ 0р2 - مور‎ Р. 
p= Зр Р Р 


وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الأولى والدرجة الأولى وبفصل المتغيرات نجد أن 
dx = (бр? -9p - 14) dp‏ 


وبالتكامل نحصل على 
)0 +14 - تمك در گید 
حيث эс‏ إختيارى. 
المعادلتان )2( ,)1( تمثلان الحل فى الصورة البارامترية للمعادلة المعطاة . 
– معادله لاجرافج (Lagrange 5 equation)‏ 
تأخذ معادلة لاجرانج الصورة : 


у=х f O+ (у); JOEY, -2 


١١6 
فان معادلة لاجرانج تأخذ الصورة‎ y'= p بوضع‎ 
у=х fØ) + 80) (2) 
نحصل على‎ х بتفاضل طرفى المعادلة )1( بالنسبة إلى‎ 


2 -p=f(p +f (р) 2 ха (р 2 


: م‎ ) = “ЧЭ, رو‎ - 480) ‚е 
ар ар 


وهذه معادلة تفاضلية خطية من الرتبة الأولى فى متغيرين р‏ × تحل كما سبق بافتراض 


أن الحل يعطى من 
x = (p, с) (2)‏ 
حيث с‏ ثابت اختيارى. المعادلتان )2( ‹ )1( هما حل معادلة لاجرانج التفاضلية فى 
الصورة البارامترية. 
شال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

y=2px +p 0‏ 
الحسسل : 
هذه المعادلة لجرانج التفاضلية ؛ بتفاضل الطرفين بالنسبة الى х‏ نحصل على 

р=®=2р+2х®Ё + :مو‎ Ф 


۔ ۱ - 


>- p=(2x+3p) Ф 5 ا‎ 


وهذه معادلة تفاضلية خطية فى + ويكون عامل التكامل هو : 


7 
2 
р‏ = أم - (س)1 - 1 
ويكون الحل هو 
23 
+e‏ ام == + وفز(م3 )کم | р'х=‏ 
أى أن : 
)0 كم امه 


حيث с‏ ثابت اختيارى 

المعادلتان )2( » )7( هما حل معادلة لاجرانج التفاضلية فى الصورة البارامترية. 

: (Clairout’s equation) یرو‎ ilah -۵ 

تنتج معادلة كلييرو كحالة خاصة من معادلة لاجرلنج وذلك بوضع O) = у‏ زر وعلی هذا 
فأن معادلة كلييرو وتأخذ الصورة 

у=ху+8(у); р=у =‏ 
ومنها تكتب معادلة كلييرو على صورة : 


)1( (م) ع + مء - بر 
بتفاضل الطرفين بالنسبة الى × نحصل على : 


١١و‎ 


(р) 
ар 


ومن المعادلة السابقة نحصل على : 


ар „ ‚ар ۳ 
=р+х——+ تیم‎ = 
یت ان‎ 8 (р); 2 (р) 


z (х+е'(р))=0 


x+g'(p)=0 4 42-0 ЫЧ» 


وفى حالة ما إذا كان 0= فإن эс‏ م حيث с‏ ثابت اختيارى. وفى هذه الحالة يكون 


الحل لمعادلة كلييرو هو 
Y= xc + f (cC)‏ 
وأيضا فى حالة 
х+/ф@) - 0 @)‏ 


يكون الحل هو المعادلتين )2( ‹ ر7/ فى الصورة البارامترية وهذا لن نتعرض لدراسته فى 
هذا الباب. 


وببساطة يمكن الحصول على Jal‏ العام لمعادلة كلييرو بوضع ء - ثابت اختيارى - بدلا 
من ر فى المعادلة المعطاة. 


: а 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 

у=ху'+ [4+у? 
: الحمل‎ 


بافتراض أن с‏ ثابت اختيارى فيكون Jall‏ العام لمعادلة كاييرو المعطاة هو 


2و + 4 +ع ع بر | 





-rÀ 
مثال:‎ 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية : 
3р-1+ г‏ + 2م2 + ويد > بر , 


i لحسل‎ 


هذه المعادلة يمكن وضعها على الصورة : 
y = xp + (2р? + 3р + её - 1)‏ 
وهذه تأخذ شكل معادلة كلييرو التفاضلية وبافتراض أن с‏ ثابت اختيارى فإن الحل للمعادلة 
المعطاة هو ۱ 
xe +(2с* + Зс + ° -1(‏ = بر 


-\.4. 


تماريسسن 


أوجد الحل العام فى الصورة البارامترية للمعادلات التفاضلية الآتية حيث م -"ر : 


() х =у(у2+)5 


(3) у= 108 (1 +у?) 

(5) ур? + Зхр-у= 0 

0) рэр-е 

() p+ 2xp- 3x =0 

(11) (у) + 762۴ + 207 -12 =0 
(13) х? وود - ثم‎ - 6y = 0 

0 -2 +م3-ثم )15( 


(17) у=(1+у)х+у* 


= ..Р 
(19) p=tan(x ۳۳ 





— 


0) ус” 


20 بر + مد - ثم )4( 
6-0 - + #۶ )6( 

8) × + ”ر‎ =р( + رود‎ 
(10) б7-367 +16 = 0 
(12) х=р-р+2 

(14) x+p =1 


(16) لد + ر3=ر‎ + у? 


(18) у= px +p 


الباب الخامس 





المعادلات التفاضلية الخطية 
مسن الرنسب ЬЫ!‏ 


الباب الخامس 
المعادلات التفاضلية الخطية من الرتب العليا 
1- مقدمة : 


المعادلة التفاضلية من الرتبة п‏ يقال إنها خطية فى المتغيرير (المتغير التابع) إذا كان 


у, у", ......у%‏ ,رمن الدرجة الاولى وتكون على الصورة العامة 
у“! + ауе? + а,у®?) +.............. ay +a,y = f(x) (1)‏ 


а 20 см 


فاذا كانت جميع المعاملات ,© .............. و قیم ثابثة» سميت المعادلة خطية ذات 
معاملات ثابتة » اما اذا كانت واحدة على الاقل من المعاملات دالة فى х‏ سميت 
المعادلة ذات معاملات متغيرة . 


وتكون المعادلة 

аууб) +............. + 43У + а„у= 0 (2)‏ + رر 
خطية متجانسة » حيث 0-(:)ر فى المعادلة )1( 
ملحوظة 4014 : 


إذا كانت بار فان المعادلة )1( تكون خطية غير متجانسة 





VVE“ 
: D تعريف : المؤثر التفاضلی‎ 


. × ای المشتقة الاولى بالنسبة الى‎ 2 ёїд 


: كذلك فان‎ 
а а? а* 
а 2227: 
ре" = он ۳ Зе?* مثال‎ 
7 

П'е ей = де! 

: D بعض خواص المؤثر‎ 
1) DERA] =Df,(x) + рО) 
2 Рј[о)]) =) 
3 FD) е°* = F(a) ед" ; D Азид Е 


مما سبق پمکن کتابة المعادلة )1( باستخدام المژثر 2 علی الصورة 
(aD ta DT Esa а,,О-а,)у = f(x)‏ 


حيث نجد ان 
Ф(р) = aD" +а,р"' + .......+ a,_,D + a,‏ 
دالة كثيرة حدود فى( من الدرجة п‏ 
وبذلك تصبح المعادلة )1( على الصورة الرمزية : 
Ф(Р)у = f(x)‏ 


11١6 -‏ 
وهی معادلة خطية غير متجانسة» | المعادلة 
Ф(Рру-0‏ 
فهى معادلة خطية متجانسة . 


وسوف ندرس الآن بعض الخواص الأساسية لحلول المعادلة التفاضلية الخطية 
المتجانسة من الرتبة الثانية . 


۲- خواص حلول العادلة التفاضلية الخطية التجانسة من الرتبة الثانية 


نفترض أن المعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من ЗАД‏ الثانية على الصورة 


+а,у = 0 | (1)‏ زره + "بر 
نظرية : 


إذا كان كل من ур, уз‏ حل خاص للمعادلة )1( فان у=с,у,+с, у,‏ حل Laj‏ 
للمعادلة )1( с, dyas‏ ,ره ثابتان . 


البرهان : يترك للطالب 
Муш‏ : 
)١‏ الحلان ,بر,,بر للمعادلة )1( مستقلان خطیاً اذا كان (ثابت) Zac‏ 
| 
ای ان су,‏ ع وبر 
(Y‏ الحلان ,بر,,بر للمعادلة (1) مرتبطان خطیاً اذا كان (ثابت) لك 
۱ 


У = су, ای ان‎ 


IRE 
Wronskian : ر الروفسكيان)‎ «ӧн уда 


اذا كان у(х), у(х)‏ دالتين قابلتين للاشتقاق فى نطاق تعريفهما » فاننا نعرف 





الرونسكيان لهما كما ياتى : 
WDE), у,(х)}= 0 2‏ 
і 2‏ 
تعريف : 


\( الحلان у,‏ , ,بر للمعادلة )1( مرتبطان خطياً إذا وفققط إذا كان 
W{y,, у,}= 0‏ ۰ 
(Үү‏ الحلان уу‏ ,رر للمعادلة () مستقلان خطيا إذا وفقط إذا كان 


۰ W{y,, у; | * 0 





: а 
: ابحث إرتباط واستقلال كل مجموعة من الدوال الآتية‎ 

1) ё,е” 2)1,х,х? 3( е, 2e,x 
: الل‎ 


е* e™ 


1) ие, ет), = -2+0 








-. الدالتان مستقلتان خطياً . 


۔- ۱۱۷ - 


д? 
2) ж{,х, х} =0 1 2x =2 #0 
2 
الدوال مستقلة خطيا‎ 
е 2e 
3) WE ,2е", х} 2e Д ۵ 
е 22 0 


تعريف Дай:‏ العام : 


إذا كان уу, уу‏ حلين مستقلين للمعادلة )1( فان у=с,у,+с,у,‏ يمثل الحل العام 
للمعادلة )1( » حيث с,‏ ,رت ثابتان اختياريان . 


إيجاد الحل العام للمعادلة التفاضلية الخطية المتجانسة من الرتبة الثانية 
ذات المعاملات الشابتة : 


نفترض أن المعادلة 
)1( 0 = زره у, ау,‏ 


حيث аз‏ ,ره ثابتان. 

للحصول على الحل العام لتلك المعادلة » نحاول إيجاد حلين خاصين مستقلين خطیا. 
نحاول استخدام  улс!"‏ حلا للمعادلة (1) حيث ۸ مقدار ثابت . 

نضع المعادلة على الصورة 0 = بر(ره (D +a,D+‏ 


ثم نعوض بالحل المفروض 


-%\А- 


Dy= De“ = Де?" „D'y = De = д 2 ۶و‎ 
نحصل على المعادلة‎ 
(a 2 + قرع‎ +а,)е^* =0 
ينتج أن‎ » е** 0 وحيث أن‎ 
А?+а‚А +а, =0 


وتسمى هذه المعادلة بالمعادلة المميزة (المساعدة) (Auxiliary characteristic)‏ ويمكن 
الحصول عليها مباشرة من المعادلة التفاضلية الأصلية بدلالة المؤثر О‏ › وذلك بوضع 
۸ بدلا من . 


وهذه المعادلة عبارة عن معادلة تربيعية (من الدرجة الثانية في (A‏ وبالتالي لها جذران 


و 4« ,4 
4 - ,هل« a+‏ - 
حيث ل ررر 


وهذان الجذران لهما ثلاث حالات : 

۱( حقيقيان مختلفان , ۸ + ,۸ 
(Y‏ حقیقیان متساويان ر 54( 2 
۳( مركبان . 


سوف ندرس کل حالة على حده ۰ 








-4\%- 
Дух А зх .‏ 
أى ان , ۸ ,2 » نجد ان ع - رل و у= е‏ 
حلان خاصان للمعادلة ومستقلان Шах‏ ..... لماذا ؟ 
وبالتالى فان الحل العام يكون على صورة у=с ё" + с, е”‏ 


. اختياريان‎ Саб сь ره‎ 





: За 

اوجد الحل العام للمعادلة у"+3у'-4у=0‏ 
\ : 

نضع المعادلة على صورة 3D -4)у=0‏ + ) 
حیث گ = م 


نفترض أن e?”‏ = بر حلا للمعادلة 
فان المعادلة المساعدة هى 0= 4- 34+ A4?‏ 


(4 + 4) (4 -1)= 0 





кн E ای ان‎ 
у=с, е“ +с, е یکون الحل العام على صورة‎ 
5 1 ь 


اوجد الحل العام للمعادلة 0 = -3у‏ "ر2 


ҮҮ» 
(202-30) у=0 نضع المعادلة على صورة‎ 


نفرض у = е‏ حلا للمعادلة 


فان المعادلة المساعدة هى 0 = 34+ ?24 
و تكون جذورها 7 « 4-0 


у =c; е” + с, г” اى ان‎ 


Ух 


y =c, + 2‏ 
۲ ) جذرا المعادلة المميزة حقيقيان متساويان : 


اى أن 2 4- А,‏ فى هذه الحالة يكون у=е”‏ الحل الأول مرتبطا بالحل 
ЕВ А зх‏ 5 ع А‏ 5 5 
ع = رر » لذا نبحث عن حل آخر у;‏ غير مرتبط بالحل *'“م = ,بر وقد ثبت 
أن ”ىع ×= ررر يمثل حلا АМАА!‏ وغير مرتبط بالحل الأول уг‏ . 

على ذلك » يكون الحل العام للمعادلة على الصورة 


۸۲ 2, 
у=се' +cx@ 


او 





y=), +c; х) е” 
۸ , < ۸ رو‎ < 4 dua 
: مثال‎ 


اوجد الحل العام للمعادلة 0 = }"-4у'+4у‏ 


МҮ 
: الل‎ 
(0-40 + 4)y =0 نضع المعادلة على صورة‎ 


نفترض أن y = ед‏ حلا للمعادلة المعطاة 


.. المعادلة المساعدة 0= 4+ 42-44 

0 - )1-2( 
ویکون جذراها 2 ,2= 2 
أى أن الحل العام е"‏ (عدره + y = (c,‏ 


؟ ) جذرا المعادلة المميزة مركبان : 


اذا كان احد جذرى المعادلة عدد مركب :+ + = ,1 حيث 7-/. = : فان الجذر 
الاخر ر ۸ يكون على صورة -ip‏ ب = ر4 Ах)‏ المرافق)» حيث ۶0 8‚ 


من ذلك فان , ۸ عد , 2 » ویکون الحل العام 
paga ү. (1)‏ 
حيث А;‏ ,ر4 ثابتان اختياريان . 
ويمكن اثبات ان الحل العام يكون على صورة 
cos х + с, sin Вх]‏ رع] * у= е‏ 


ولإثبات ذلك : 


- ҮҮҮ. 
نضع الحل )1( على صورة‎ 
ах 4рх ах -іВх ах ipx -ipx 
у= лее‘ thee” =e [е^ кае" 


18 


е * = 005 ++ і هلو‎ х, = с088х-18 х. ونعلم ان‎ 





وعلى ذلك فان 
соз х-іѕіп Вх)]‏ )رك і sin В х)+‏ +6۶ 5م ) ر4] у= е‏ 

= e" [(4, + 4,)cos @х+1(А, - А,) sin х) 
يق + رك‎ 6 , A-4) = С, ا‎ 
y =p“ (e, cos Вх + с, sin Вх] : فيكون الحل هو‎ 
مثال:‎ 
اوجد الحل العام للمعادلة 0= نوق + 'بر2 + "ر‎ 
: الل‎ 
DEYE نضع المعادلة على صورة‎ 


نفترض أن =e%‏ بر حلا للمعادلة المعطاة 


فان المعادلة المساعدة هى 24+5=0+?4 
Аш т-2544-20 шинийн -1521‏ 5 
. الحل العام للمعادلة 


y = е [с, соѕ2х+с, sin 2х] 





- ҮҮҮ. 


اوجد Jal‏ العام للمعادلة 0= у'+9у‏ 


نضع المعادلة على صورة 0= )9+ (Р?‏ 


فان المعادلة المساعدة هى 9-0- ?4 
ويكون جذراها 1-3 


y = c, 205 32+ c, Sin 3x 
ذات المعاملات‎ л حل العادلات التفاضلية الخطية التجانسه من الرنبة‎ -r 
الشابتة‎ 
على المعادلات من‎ ЗАМ يمكن تعميم الحالات السابقة الخاصة بحل معادلات الرتبة‎ 
п الرتبة‎ 
a, YP ау +.............. +а, + ۵, у = 0 
حلا للمعادلة المعطاة‎ y = е» نفترض أن‎ 


فتكون المعادلة المساعدة 


التى نحصل منها على الجذور ,4 U Sn‏ 


ونحصل على الحلول المختلفة حسب العلاقة بين تلك الجذور . 


“£ 


)١‏ اذا كانت , ۶.۸ дл,‏ (أعداداً حقيقية) 
فان الحل العام 
х‏ 1 در 2 A,x‏ 
е‏ ,6+ ...+ ی HCG‏ م у=с‏ 


")ذا كانت جميع الجنور حقيقية aal g‏ الجنور مكرر K‏ من المسرات 


АА.‏ م 4 <....... و عر A EA‏ فان الحل العام يكون 
сух? + жах |е * +e, e ®t te,‏ + توت + у=,‏ 
*) اذا كانت الجذور فاجع 4 AA‏ 


ويكون الحل العام المناظر لتلك الجذور 


у=е“* ide, +с,х+с;х?)соз бх+(с, + عدون‎ + сих?) sin Вх] 


أوجد حل المسألة القيمة الابتدائية 





+2———-3——=0 00) =4, у(0)=8 ,у(0)--4 


الحل : 
نضع المعادلة على الصورة 0= (D? +2D? -3D)y‏ 


نفترض أن * у=е‏ حلا للمعادلة 








А? + 222-32 =0 


=> 4=0, 1, -3 


ра х -3 
у= с; +C, + 6 


x е 
y =с,е“ - 30,6 


т _. х -3Х 
у" = ce” +9с,е 


- ҮХеө . 


المعادلة المساعدة هى 


۸ )۸2-( )۸ + 3( =0 


ویکون الحل 


)1( 
ولايجاد الحل الذى يحقق الشروط الابتدائية » نوجد 
)2( 


(3) 


بالتعويض من الشروط الابتدائية فى المعادلات )3( ,)2( ,)1( 





4=ср+с;+сз+ ...)4( ё (0)ز رم‎ = 4 

8 = Cg FES دس‎ (5) = @ у(0) -8 
CI+ 9 сз (6) ёо) уг(0)--4-- 
ср=0, су=5, сз = -] بحل المعادلات )6( ,)5( ,)4( ء‎ 

و يكون الحل على الصورة عم - 56 у=‏ 

مثال : 


у" ~ 2у=0‏ + "ر2 + ”ر 


اوجد الحل العام للمعادلة 


= ҮҮХ. 
: الل‎ 


(D? +2D? -D-2)y=0 


نفترضص أن у=е**‏ حلا للمعادلة 


:. تكون المعادلة المساعدة 
2=0- 4-? 41+24 


A XA +2) -(2 +2)=0 
(4 + 2)(4- (4+ =0 Де -1, -2 


ويكون الحل العام 


22 х -x ~2x 
у=с, е +c, © + و‎ 


29р +3) (D- 4)у = 0‏ -ه) 


نفترض أن у=е**‏ حلا للمعادلة . 
.. تکون المعادلة المساعدة 0= )4- (A -27 )2 + 3( (A‏ 
ЛА 2, 2, 2, -3, - 3, 4‏ 


ویکون الحل العام 


у دوه + يارج + رن )ع‎ je” +(с,+с‚х)е`?* + cge” 


= ҮҮҮ- 
. ا‎ 


اوجد Jali‏ العام للمعادلة 
D’) y =0‏ + لوح - (р*‏ 


الل : 
نفترض أن у=е*^*‏ حلا للمعادلة . 
:. تكون المعادلة المساعدة 
A4? (A? - 22 +1) =0‏ 
s АҖА-1)? => 4=0, 0, 1, 1‏ 


ويكون الحل العام 


у = с,+с,х+(с,+с,х)е*. 


СЭРЭЛ злу с را‎ БО ЭР ӨР ا‎ э шошым 


مثال : 
اوجد الحل العام للمعادلة 
0ع у"-6у"+9у‏ 
الذى یحقق الشروط الابتدائية 5 
у(0) =0, у(0-2, уҷ0)= -6‏ 
)1-3 
نضع المعادلة على الصورة 


(0° -6 D? +9D)y =0 


۱۳۸۰ = 
نفترض أن у=е**‏ حلا للمعادلة . 


47-63 17-94 =0 


3 3 20 »= 0= )4(1-3 
ویکون الحل العام 
у= с + (с,+сух)е” (1)‏ 
ولإيجاد الحل الخاص » نوجد 
е" (2)‏ («ره + رع36 = У‏ 


У”-9(с, + сух) e™ + 3с,е" +3с‚,е” 
(3) 


-3| (сү +с,х)е” +2с,е” 


بالتعويض فى )3( ,)2( ,)1( من الشروط الابتدائية . 
)4( وه ره - 0 = у(0)-0‏ 
)5( وه+ره3- 2 = 2= у(0)‏ 
у”(0) =-6 = -6 = 3[3су+2сз]‏ 
=3с;+2сз (6)‏ 2- >= 
بحل )6( ,)5( ,)4( نجد أن 
‚сз = -4‏ 2 = جع , 2.= Сі‏ 
ويكون الحل الخاص الذى يحقق الشروط 


у=2(1-2х)е -2 


- ۱۲۹ - 


(D? - 30° +9D+13)y =0 


نفترض أن у=е**‏ حلا للمعادلة . 
:. تكون المعادلة المساعدة 
4А9-3А?7+9А+13 =0‏ 


حيث ان المعادلة جبرية من الدرجة الثالثة ومن الصعب تحليل الطرف الايسر الى 
عوامل اقل من الدرجة الثالثة » لذا نستخدم التخمين لحساب الجذور. 


من نظرية المعادلات e‏ للمعادلة جذر حقيقى واحد على الاقل عبارة عن احد عوامل 


. العدد 13 (الحد المطلق)‎ 
“LHS. 2-3 + 9 + 13 #0 Ат] са №} 
LHS. ---3-9+ 3-0-5 1"-1 نفرض‎ 


1- = 4 أحد الجذور = 0 -7+ 2 احد العوامل باستخدام القسمة 
على العامل )1+ (А‏ نحصل على )02-41413 


:. تصبح المعادلة المميزة 0 =)13 + 2-44 )1 + 4( 
А=-1, А=2+.//4-13=2+3ї‏ 


y = се“ + е?[су cos 3х + сз sin 3х] ويكون الحل العام‎ 





1١.6 


-t‏ حل العادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات المعاملات 


: ЫШЫ) 
نعلم أن المعادلات التفاضلية الخطية غير المتجانسة ذات المعاملات الثابتة تكون على‎ 
الصورة‎ 


ao y+ زر‎ +... + a + aniy * а„у=/()..,..а#0 (D 


حيث io f(x) « сай ар, а), ..., Anh, а‏ متصلة فى نطاق تعريفها. 


وباستخدام المؤثر D‏ » فإن الصورة الرمزية للمعادلة )1( 
AD) y =f) (2)‏ 
AD) бээ‏ كثيرة حدود من درجة « فى ط ۰ 
D"+ ... + ан D + ад‏ ومع ФР)‏ 
ولإيجاد الحل العام للمعادلة (2) نتبع الخطوات الآتية : 
)١‏ نوجد حل المعادلة المتجانسة المناظرة 
0= بر- Фр)‏ 


وذلك كما سبق دراسته » ونرمز Jal‏ الناتج بالرمز e уһ‏ أى أن «برنحقق المعادلة 


(Y‏ نوجد حلا خاصا نرمز له بالرمز رر ويحقق المعادلة )2( » وسوف نعرض 
لطريقة ايجاد Ур‏ 


.)2( وبالطبع فإن مر نحقق المعادلة‎ Ус = ук = Ур حيث‎ ус العام‎ Jal نوجد‎ (Y 


ولإثبات أن مبريحقق المعادلة Фр)у-0‏ 





-ҮҮҮ- 


» DD) پر‎ 20 


аР) يحقق المعادلة )@/= بر‎ ур 
л Dy =f ( 
ар) у = f) بحقق المعادلة‎ ус ولإثبات أن‎ 


LHS = XD) ув = Ф) [ys + yp] = KD) ук+ KD) ур = 0 + f) =f) 
= 5 


NTs 
طرق ايجاد الحل الخاص للمعادلة التفاضلية الخطية غير التجانسة‎ 
المؤشر العكسى:‎ 
Ф”) у -/5( حل يحقق المعادلة‎ ур حيث أن‎ 
ФР) ур=у(х) 
باستخدام التأثير العكسى على الطرفين‎ 


30)» ,- 25) Јо) 


ТГ) Јо) 


وسوف ندرس استخدام التأثير العكسي س على الدالة Ах)‏ صور مختلفة . 


70 


۱) اذا کان Лос‏ . 


نعلم ان 
۰ ريم) و- *° (D)e‏ و 
к zm 0947‏ 
E‏ 
بالقسمة оде‏ )0( 6 


1 a l ax 5 
бо)0 , PTA “4017 , ф(о)=0 أى أن‎ 


- ҮҮҮ- 


fo)e * (х) اذاکان‎ (Y 


نعلم أن 
у(х)+ае %* v(x)‏ "كي = Ре" у(х)]‏ 
e°" (D+ a) у(х)‏ = 
Laj‏ 

e “Хубд) =D[ e**(D+ o) v 69)‏ ]و 
е°* [D v (x) +a D v(x)]+ae“*(D+ a) у(х)”‏ 
-6ёё [р+а]? у(х)‏ 

وهكذا نجد أن 


D)[e"* زرم«‎ = ед” (D+ х)уб) ۲ 


ومن ذلك » يمكن اثبات ان 








1 3 _ 
ро ярға" 
#(р) بالتأثير على الطرفين بالمؤثر‎ 
LHS. = ¢ (J(5) е°* у(ху= e“ у(х) 


аш 
RHS. =$(Ю)[е 70039) v (х) 


< و‎ ۶ 9 (D+, у(х) 


=e у(х) 


- ҮҮ? 
1 
f= [70 (Ү 
. 1 42 1 
let Р (х) = 2 => f (x)= Dz S ۱ АБУ 
ЛЕ = | (d= Убх). 
2 يمثل التكامل بالنسبة الى × » بينما‎ E ای‎ р التاثير العكسى للمؤثر‎ L 
. عدد ۸ من المرات‎ хү) يمثل التكامل بالنسبة‎ 


р) САУ (4‏ دالة كثيرة حدود من درجة  e‏ وکان g (D)‏ تاخذ احدی 
әзе‏ 
..........,?)-1+0)?,(1(, )1-0( )140( 


1 


= Дх) -][ + D+ D? +........ +D"] f(x) 





i [ (x%)=[1+2D+3D? +...+(n+1)D"] f (x) 


نتبع القسمة 2 لإيجاد 1 
أو نتبع القسمة المطولة لایجاد Vyp)‏ 


. لا کان »= جر 6 ممقدار ثابت‎ -o 


EEE жел Г жы дй 
aD. Фр)“ = D0 Ф(0)” Ф(0)-0 
1) رو‎ = ۴-30 + 2р + 5 فإذا كان‎ 


-Ф(0)=5 


1١78© . 


се انعم‎ Жк. 
“OD Фо) 5 


2) Фа) = D’ - 2 + 6р э @Ф0=0. 








‚1 1 1 1 1с с 
۽ == دسا دل لدل ل‎ 
Ф(ру 1-20-60 D ۶-226 рб 6 
sin (æ x+ 8) 
/(х)= -1 
cos(a x+ Û) 
فان‎ 
1 sin(a x + 8) 1 sin (æ x + 8) 
Ф(Р?) соз(ах+ 8) Pa’) cos(a x+ В) 
D sin (ax + В) = асоѕ(ах + p) نعلم أن‎ 


І? sin (ох + В) = - sin (ax +В) 
D sin (ах +f) = - cos (asin (ах + В) 
D' sin (ax + В) = cf sin (ax + В) = (-02)? sin (ax + В) 
ومن ذلك يمكن استنتاج‎ 


(Р?)зїп (ax + В) = (o?) sin (ах + В) 


وبالمثل نثبت أن 
cos (ах + В) = (- а?)* cos (ох + Д)‏ )09( 
е” уу майл:‏ ® هه : 
cos(a x + 8) cos(a x + В)‏ 


16) = sin (ax + В) بأخذ‎ 


ЛФ?) sin (ax + В) = © ) - ой) sin (ах + В) 


_1_ 
Ф(р?) 


А 5075 


»- ҮҮЛ. 


بالتأثير على الطرفين بالمؤثر العكسى 


——-Ф(-а? )si(a x+ 8 )=sin (a x + fp) 


وحيث уж dY- d)‏ ثابت 


وم عاج واد زوه واو :Ф(-а Зул‏ 


%(D?) 


5) ———5-5їп(ах+ 8) =———— 2 


"ыр? 585 22 


1 


„———ге@ = l (ов و(‎ 


'` Фр) -= Фр) 


Ї 
зэс Ї +هم)/‎ В) Цаад) 
5087 sin(aæ +8( ع‎ SOF D) 1)41е 


Ф(- аё) 0 على‎ 3.48, 

Фа ича (ах) 
Ф(х) =0 من الحالة رم إذا كان‎ -y 
e™ -єЄС.|Ї-є" у (а) نضع‎ 


۳ ۱ 
DD) 9) 0) من‎ 


Ф(-с)-0 من 4059 )1( إذا كان‎ -А 


зіп (ах + В) = Ге'®** P فى هذه الحالة نضيع‎ 
То ы 
ФЮр+ уу 


- ۱۳۷ - 


(D 2D = 3) у = 42е* 


أولا : نوجد حل у=0‏ )20-3 + ?0( 


А? + 24-3= 0 المعادلة المميزة‎ .: 
:(4-1/(4 +3) -0-э4-1,-3 
уулс + مین‎ 


ثانیا : نوجد حلا خاصا «уу‏ 


۲ 1 1 
ول تست گ‎ 45:4:42---2-45---2 a لے‎ 4 2 4х 
Ун рг 20-32 (р1хр+3) OO 4 
Ув Уг Ур ثالثا : الحل العام‎ 


حيث c‏ ره ثابتان اختياريان. 





2 j ь 
: أوجدى حل مسألة القيمة الابتدائية‎ 


(0) و لحت مير (р+4р+3)у =8хе*—6,‏ 


- ۲۳۸ 


УУ‏ : نوجد حل المعادلة المتجانسة 


نفرض у = ед‏ حلاً للمعادلة وتكون المعادلة المميزة هی : 
0 - 3 + 42 + 
(А+3) = 0 => А=-1,-3‏ )1 خة):. 
-3х‏ 


هوم + 6۳ ره = <J‏ 


ثانيا : نوجد Эм‏ خاصا уу‏ 


1 1 
وو مه با‎ БУ НН ل‎ А 
1 1 
кышы ыг кыжыры сег! го, 
(DNDI ° “° (2)2+4بص‎ 
8, 1 


р р 
е ————————х=е*(1-——)у(1--— 
55 ET 00-18 
2 4 


р 1 1 1,1 
-е"1-2Хх--/)-е | х----21-4-6(4х-3 
6 2 2 Ў 2! ” мы ) 
: وكذلك‎ 
ا یج‎ а Гре 
(D+D(D+3) 3 


1 x 
ХУ, Р (4х-3)-2 


- 1۳٩ - 


Ус = уһ + уь 
у= ус "ور + “مر بزع‎ + (4х-3)-2 


ثالثا : نوجد الحل العام 


(1) 


ولايجاد الحل الذى يحقق الشروط الابتدائية » نوجد : 


у'=-се” —3с,е” وگب‎ ]4 + 4:-3[ 


Зое + e*(4«+‏ هرم د کر 


| -11 H 3 
(2 => Eri +с, نت‎ 


1 ا 
ал‏ عدم 877 > y‏ 


(D – D°) у = 2 cos x 


(2) 


من )1( ۰ )2( والشروط الابتدائية 
)3( 


(4) 


(4) ٠ (3) بجمع‎ 


بالتعويض فى )3( 


- 160 2 


أولا : نوجد حل 0 ?)у=‏ – 0°( 
نجد أن 
сзе'*‏ + يزوم + ری = ж‏ 


dya » yp نوجد‎ : ЫШ 














1 1 
Уур р? acosa е Ty 
1+D بالضرب فى المرافق‎ 
.Ур=2 НЫ? соѕх=2 эг с08Х-(140)со5Х = cos x ~ sin х 


ثلاثا : الحل العام ا © = Jy = Ja + Jp‏ 
شال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
(D? - 0 + 5)у = sin 2х‏ 
da‏ : 


المعادلة المتجانسة هي 
(р°-р+5)у=0‏ 


بافتراض أن الحل هو уе"‏ . بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي 


4 -4+5 =0 


١4١9 


.1.49 184-19- 
بالتحليل نجد أن ца аха‏ 
بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 


419 419 


4 
Ун =е? کت‎ Взіа—2—х) 
٠ ثابتان اختیاریان‎ А,В е 


Jat‏ الخاص у,‏ يعطي من 


1 
Je < DF-D+5 


1 
` = (2° -р+5 


{sin 2х) 

{sin 2x} 
1 А 

= 72р {зіп 2х} 


0 1+р 
(1+ DXI —- р) 


+ .. هجر 
as‏ )007 


{sin 2x} 





{sin 2x} 





(sin 2x +20820)‏ = 
أى أن 
.,1 
У, > RRS)‏ 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 
419 419 


3 | 
у=е? (Acos—x + Bsin x) + (sin 2x +соз2х) 


۲ 
حيث А,В‏ ثابتان اختیاریان . 
وفی المثال التالى سنناقش الحل عندما يكون 0 - Ha)‏ . 
مسال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية sin 2x‏ = بر(4 + (Р?‏ 
المعادلة المتجانسة هي 
(D +4)у =0‏ 
بافتراض أن الحل هو уе"‏ بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي 
20 4 + 2 
بالتحلیل نجد أن نهد عی 4 
بنلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 
Ун = Асоз2х + Взіп 2х‏ 
حيث 4,8 ثابتان اختباریان . 
فلحل الخاص У,‏ بعطي من 
(«2 ا سك 


واضح أن 0 - (4-)# = (7:-)م في هذه الحالة فاننا نستخدم الطريقة التالية : 


Ур = 


من نظرية دى موافر نجد أن : e“ = cosx + isin x‏ 


- 459١م‏ 
أى أن 
e jall = cosx = Вее")‏ الحقيقي 
вах = а (еб)‏ = الجزء التخيلي 
وعلى هذا فان 


5 
у, = TF, me} 
1 


= [m e". 
(0+ 21) +4 


0) 


1 
р? + 4:0 -4 + 4 


1 
5—01 
27+ ® 


У, аг, 0) 
= و وا‎ 
1 р 

= т е?”.——(1+-—у' 
> ورب‎ + ® 
1 р 
= Шш كبن كفك “تم‎ +. 
“лр 9 
E E, 
= пе (2 + +. 
۶ gD Tg OP 


= me” (+ 
Gi 16) 


: 1 
= ш (сов 2x + їзїп 2x).(-Ž i +— 
(cos 2x + i х).( т! 16 


Ї-: х 
= ——5їп 2х -— cos 2 منها‎ 
Ой лаш шыш | و‎ 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ 
у= 4сов2х + Bsin 2x + هف سك‎ 2x - cos 2x. 


حيث 4,8 ثابتان اختياريان . 





۱66 - 
Ав‏ : 
من هذا المثال يمكن اثبات أن الحل العام للمعادلة التفاضلية 


(D? + 4)у = соз2х 


у= Acos 2x + 8 هذه‎ 2x + سك‎ cos 2x + sin 2x. 
. ثابتان لختياريان‎ АВ حيث‎ 


cosh 


хо) = вт على الصورة‎ (х) كانت‎ 13) -9 


فى هذه الحالة فاننا نستخدم الحالة )1( حيث : 





` [sinhmx (т?) 


1 |созћ тх 1 _)созһтх 
ви?) رطع‎ 


بشرط أن #0 т?)‏ . 


مثال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

)2“ - 827 - 9)у = 50 sinh 2х 
: الل‎ 


المعادلة المتجاذ المتجانسة هي 


-1%о. 
(р* –8р? - 9)у=0 


بافتراض أن الحل هو ** - بر .بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي 


9-0- 43-81 
0= ) +2 22-904( 
بالتحليل نجد أن 
(4-3Х4-43142-1)-0‏ 
ومنها الجذور هى А=-3 , А= ы‏ ,1-3 


بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 


у, = спе?" +c,€™ + с, COSX + ری‎ зіп х. 
. ثوابت اختيارية‎ су,с,,с,с, حيث‎ 
هو‎ y, ويكون الحل الخاص‎ 
فوم سحب قحس م نز‎ 28 
ғ р'-8р1-9 
_ 50ѕіпһ 2х 505іпһ 2х 
16-32-9 -25 
Y, = -25шһ 2х. ومنها‎ 


بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


- 


у= се? +с,е”?* + ری‎ cosx + ری‎ sin x - 2sinh 2х. 


حيث و6 © وج 6و6 ثوابت اختيارية * 


-Er 


(Р* — у = 10 cos x.cosh x 


المعادلة المتجانسة هي 
(D' - Пу =0‏ 


بافتراض أن dad‏ هو ی د بر .بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي . 


4-1-0 
بالتحليل نجد أن 0 = )1 +2 ІА‏ 2 2( 
ومنها الجذور هى елаш йш‏ 


بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 
у, = сүе* +C,€ +c, cosx +c sin x.‏ 
حيث CCC‏ ثوابت اختيارية . 


ويكون الحل الخاص у,‏ هو 





1 
Y, =- Z {10cosx.cosh x} 


10 e" +e” 
= Re, —— mmm fe", 
nE 2} 
=5, Re. fe 5 е» 


- ۱5۷ - 


ебх еб! Эх 


= 6] 1 


(+ —1@ + +1). (@-1)°-1(@- 1)° +) 


elt е? х 


= SRe ОТЕУ CADCA. 


уг ل‎ нт 
-5 -5 

= - Ке *ع),‎ + e™)e" 

= - 16,2 cosh x(cos x + i sin х) 


= -2 cosh x.cos x 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ 
у= се" +c,€™ + с, cosx + ری‎ зіп х - 2 08313 ۲ 


حيث 60606 ثوابت اختيارية 0 





شال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
(D-1(D+1)y = —2е*‏ 
الل : 
المعادلة المتجانسة هي 
0= رو + )1۳ -) 
نفترض ا الحل هو уе‏ بالتفاضل والتعویض نجد أن. المعادلة المساعدة هي 


6-1 0+ (0 





- ۱14۸- 
بالتحلیل نجد أن 1--,4 ,1-,3 مکرر مرتين 
بذلك یکون حل المعادلة المتجانسة هو 
у, = се * +(с,+с,х)е*‏ 


حيث сс,‏ ثوابت اختيارية . 


Ф 


ويكون الحل الخاص ,ر هو 


1 


2-0 


У, 


-2 


“(170507 


— 2е* 
= {I 
25-1-059) 
1 2 ,х 
ولا‎ 2-۶ е ومنها‎ 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ 
-x x 1 2„х 
у=се* +(с,+с,х)е ех 


حيث с,с,,с,‏ ثوابت اختيارية . 


е 





مثال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


(0-2) = Зе*(х +1) 


2154 
لحل : 


المعادلة المتجانسة هي 
(0-2)у-0‏ 


نفترض أن الحل هو ““ء = بر بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي 





4-2-0 
ومنها 1-2 بذلك يكون حل المعادلة 5241 3.43 هو 
у, = се“‏ 
حيث сү‏ ثأبت اختيارى . 
ويكون الحل الخاص у,‏ هو 
Р‏ 1 
у= 9363 (х + Р}‏ 
зер‏ = 
р-1-2‏ 
1 
1+ *36- = 
е TB }‏ 


= —Зе*(1- ру {х + 1} 
= -3е*(1+ 0+ ..()۲ + 1) 
= *ع3-‎ ) + + 1) 
Yp =-—3(х + 2(6* ومنها‎ 
بذلك یکون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ 
у= се“ - 3(х + 2)е". 


› 


. ثابت اختياري‎ с бэ» 











р? (Р? + 4)у = 96 х? 


РР? + 4)у=0 
المعادلة المساعدة هي‎ 
20 + 4-0 


۸ < 0,0 , А=+21 


١6٠.٠ 
: منسسال‎ 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


i deat 
المعادلة المتجانسة هي‎ 


نفترض أن dal‏ هو *64 - بر بالتفاضل والتعویض نجد أن 


بالتحلیل نجد أن 
بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 


Yn = 6, + ارت‎ HC; COS 2х + », 2х 


сым 


Ф .م‎ ” LA 
. ثوابت اختيارية‎ 0006 


ويكون الحل الخاص у>‏ هو 


Ї 
napr? 
ہی 3 ۔‎ угу 
-ж-уа-Э-+#- Hx} 
ET Hx’) 


х* 1 
24 Гуи 
УУУ Ы 


1 
5) 





-%°\. 


ومنها 


у, = 2х* -6x +3 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ 
у=с,+с,х + с, COS 2: + رع‎ зіп 2x + 2 -6x +3 


حيث с,,с,,с;,с,‏ ثوابت اختيارية . 


شال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
(D° - D? +4۵ - 4)у = 50(е* + соз3х)‏ 
ы‏ 
المعادلة المتجانسة هي 
р? +4D-4)y =0‏ - 0°( 
نفترض أن الحل هو ** = بر . بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي 


-R + 42 - 4 - 0‏ نم 


بالتحليل نجد أن 0- )4 + (A-D‏ 
وتكون الجذور هی à=] , А=®й‏ 


بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 


J, = суе" + يه + 22 609 وت‎ 10 2х 


»-19Ү. 


حيث С,,С».С,‏ ثوایت اختيارية ۰ 
ویکون Jal‏ الخاص .برهو : 
50 


4-4 + و ۲ 


{е* +cos3x} 


50 e“ 50 
DiN -D+ ۹۵+ ۰ DT +9+44 a 
= 50 е* 


{———————————_ 
} " 4 - 4 + 49 + [ -28 - :8 - [ + 39 + :39 + أو 


۲ 1 
)سل و 50 + 
) 5+ + 


50е" 1 


жээ түг + 50Re.—— ۾ سس‎ 
0° + 20: +5 (397 + 4)3:( + 5 


х 2 
2208 jp P TAD Re 1 
5р $ 


Зіх 


ix 


-27(4121-5 





-10е"41--32 +. уу + 50Ве. : -е?'* 
р 5 5—15 








-10еЧх-2)41086.--1-4 1253 ә 
5 1-31 1-3 


= 10е“(х – 2) + 2 16۰) + 3i)(cos 3x + isin 3x) 


ومنها 
| 2522 
Y, -10е Эс аас клы‏ 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


у ع‎ се" + с, соз 2х + с, sin 2x + 106“ (x -9 + cos 3х - 3 sin 3х 


حيث وه,ره,ره ثوابت اختيارية . 


” 


- лоу. 
: شال‎ 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 
(D? - 5 + 6)y = 100 sin 4x. 
: الحل‎ 
المعادلة المتجانسة هي‎ 
(D? -5р+6)у=0. 
.بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي‎ у= еі" نفترض أن الحل هو‎ 
4-5146-0 
بالتحليل نجد أن الجذور هی ۸-3, 1-2 . بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو‎ 
у, = суе" + ,وه‎ 


حيث و6 Ад‏ اختيارية 


> 


ويكون الحل الخاص ,ر هو : 


1 

` D?-5D+6 

100 
-]6- 5[( + 6 


1 
Ю+2 
4іх 


ا بكي بز 20- = 
2 + :4 +ر] 


У, {100 sin 4х} 


{sin 4x} 





= ~20 Im. fe) 


- 1۵6 


e D 

1+ 
2 4 + 2 

e 

4i+2 
e" 2-4i 

`2+4 2-4 

= 20. Козата? 00 


۳ 





= ~20 Im. 





= -20 Im. (1+...... XB 





= -20 im 





ومنها 
У, = 4 605 4x - 2 510 4х‏ 


بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


у= се?" + هرت‎ + 4соѕ4х – 25їп 4х 
. ثابتان اختياريان‎ с.с, حيث‎ 
: ملحوظة‎ 
يمكن إيجاد الحل الخاص بطريقة أخرى‎ 


1 
12+ 2 
1 D-2 
D+2 D-2 
D-2 
р? -4 





У, = -0 {ѕіп 4х) 





= 20 {sin 4х) 


= –20 {зїп 4х} 





= -0 





2-2 {sin 4x} 
-16-4 


=(р- 2) {зіп 4x} 


У, =4 c08 4x - 2sin 4х 


۱۵۵ 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
(D+ Dy = xsinx.‏ 
الحل : 


المعادلة المتجانسة هي 
.0= بر (D+‏ 


نفترض أن الحل هو уед‏ بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي 








4+1=0 
шщ ومنها‎ 
у = се“ 
. ثابت اختياري‎ с, حيث‎ 
هو‎ у, ويكون الحل الخاص‎ 
Yp = руге 
«рүү 


іх 





е 
Dani 


-191. 


-I 
=]m. 0+2) {x} 


е^ l~i D 





= УКЫ НҮН. тЇ OS Hx} 
тае кш 
+i 
ix 1-1 1-1 
а ын ты "I-i 


کا 


عم + و (віп‏ کے 
2 و 


ومنها 


بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


аа ИИ 1 
y= се ۳ Сова ci 


حيث с,‏ ثابت اختياري . 


و 





(D? + т?)у = acos mx + b sin тх. 


(D? + т?)у = 0 


: 1 ь 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


. ثوابت‎ a,b ез 


المعادلة المتجانسة هي 


- \0Ү. 
أن الحل هو ** = رر .بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هي‎ сал 
А + т? =0 
а ومنها تكون الجذور هى‎ 
بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو‎ 
у, = С, 005 mx + с, sin mx. 
. ثوابت اختيارية‎ ce حيث‎ 


ويكون الحل الخاص у,‏ هو 











У, = سكب‎ facos me + b sin mx) 
= كب‎ {cos mx} + جب‎ {sin m) 
р? +m? р? +m? 
1 | 1 | 
= В. رنه‎ Шш imx +bim. imx 
Ч ear } те } 
نعتبر الاتی‎ 
1 ۱ | 1 
нч ачр е“ = سس سل اي‎ 1 
D + } эргэн” 
А 1 
سل يد وت‎ 7 
Dî + ۳ 
e™ р. 
= 1+-—) Ч 
зр 2) (3 
e™ 1 1 
=) t.. 1 
Zim D 2im 3 


= Zl (eos mx + isin mx)(ix — дэ 
2т 2т 





1١64 














من هذا نستنتج أن 
т 22 {е “peZ TX + xsin mx),‏ ايند 
sin тх‏ 1- ۱ 1 
ا — = e”‏ ).صا 
Ср? ("р 2т (козен т )‏ 
من هذا يكون 
Г,‏ ل а‏ تل EE‏ 
2m 2m т”‏ ` 27 19 
بذلك یکون dal‏ العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 
а COS тх :‏ ۳ 
у = с, COS Mx + c, sin тх + — ) + xsin тх)‏ 
2m 2m‏ 


Ь sin тх 
—-——(х 605 тх—————). 
2т 2т 


حيث сс,‏ ثوابت اختيارية . 


e 


11. 
13. 
15. 
17. 
19. 
21. 
23. 
25. 
27. 
29. 


31. 


- \04 . 


تمساریسن 


У-14у-48у-0 
У-бу-ч9у-0 

у +2у +5у = 0 

у +3у +4у = 0 
у"+2у =0 

+4у +13у = 0‏ "ر 
У9-2у"-2у-2у-у-0‏ 
36y =0‏ + "ر13 + уб‏ 
Юу + 16у =6‏ - "ر 
+4у +5у = 0‏ "ر 
3х‏ = ر6 + ارک - "ر 

× = ر3 + بر4 + "ر 
3y" + у' - 14у = 2e*‏ 
у-у=е‏ 

у -5у+бу= е? 


(у -2уу 2 xe” 


اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية : 


2. 


4. 


10. 


12. 


14. 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


32. 


у'-12у'+27у=0 
"ر‎ +у'-2у=0 
у"+12у'+3бу=0 
у"-2у'+4у=0 

+16у= 0‏ "ر8 - ر 
у"-2у"-у'+2у=0‏ 
0ج ر - "ر 3- 4y®‏ 
у =0‏ - "ر23 - 4у‏ 
У-Зучбу-7‏ 

у +4у +5у=х+ 2 
у-у+у= х 
y"-y=x +2 

5у + бу = ۳‏ - "ر 
у +у+у=е + 5‏ 


(у”-2у) = e” + хе? 


وگ = برو + Уг-бу‏ 
1 ` 


33. 


35. 


37. 


39. 


41. 


43. 


45. 


47. 


49. 


51. 


53. 


35. 


57. 


59. 


61. 


63. 


63. 


67. 


69. 


71. 


- 11۰0 - 


y - **م(3 + ) = بر‎ 
У-7учбу-(х-2)е" 
у ~ 5у + бу = 9ѕіп 2х 
у" - 4у = sin 6× 

у - 2у + у = хе sinx 
y" + 4у = соѕ 2х 

2у - у = е cosx‏ - "ر 
4у = xe"‏ - "رر 

у" + 9у = 4sin3x 

у" + у = соѕесх 

J" + у = ѕесх 

sin ×‏ + × = برق + 2у‏ "یز 


у = 3cos2x + 25іп 3х‏ + "ر 


5у «бу-(е" + 3)?‏ - "ر 2 - "رر 


х?‏ = ر3 + "یز 4 - "يق 
×27 + ×9 -3= ر9 - "ر 
۶و 8 = ر4 + "ر4 + "ر 
У-10Уу + 25у = xe"‏ 


(2 ماه + (х?‏ = ر3 + برق + کر 4 


у-у + 5у = sinh 2х 


34. 
36. 
38. 
40. 
42. 
44 
46 
48 
50 
52. 
54 
56. 
58. 
60. 
62. 
64 


66. 


68. 


70. 


72. 


(х? + Гуе?”‏ = برو + "ر 
У-бу + 10y = x'e"‏ 
бу = 9соз2х‏ + ابرک - "ر 
у + 2у' + у = 3 605‏ 
2у' + 5у = 2с05х‏ + "بز 
у"- у = Зе? cosx‏ 

уб - у = зїп 2х 

у" +3у + 2у = хіп 2х 
у-у = х? зіп 3х 

у" + 4y = 41ап 2х 
у-у - 2у = 10соѕх 


3,2х 


y" -4у + 4у = хе?" + хе?" 
у" + Зу' - 4у = sin 2х 

у" - 2 "نز‎ - 53у +6y =e" 
برد + "ر‎ = sin x + sin 2х 
У бу + 5у = 104 e * 

—5у'+бу = 25 sin 4х‏ "رر 

у + 2у = 24х 


у -3у + 2у = х? + 3× 


у - 6 у" + 9у = 50 sinh 2х 


= 11 - 


73. y” — y" +4у' - 4у = 50(е* + соѕ 3х) 
75. у®-бу"-8у' - Зу = 256) + ђе? 
77. у? - у = 10 cos хсоѕћ х 

79. "بر‎ - 8у + 15у = 30 

81. у" - Зу + 2у = х? 

83. "ر‎ у + 5у = Ѕіп 2х 

85. у" +4у +3у= х 

87. у" - 10у + 9у = (x - 2)е* 


89. у-2у-З3Зу-е” 


74. 


76. 


78. 


80. 


82, 


84. 


86. 


88. 


90. 


у -у' =12е* + 8e” sinh х 
у" +4у' +4у' = 8” 
у-у +3y =e” 

у" - بر6‎ +9y =e" 

2y" - У-у = xe* 

у" +9у = sin 3х 

у" + 9у = (х2 + Ге?” 

у - бу + 9у = х? +2х+1 


у-у + برد‎ = ѕіпһ 2х 


الباب السادس 


аә معادلات‎ 


ذات 





معاملات متخيرة 


الباب السادس 


المعادلات التفاضلية ذات المعاملات المتغيرة 


سوف ندرس في هذا الباب بعض المعادلات التفاضلية ذات المعاملات المتغيرة التي 
الهما أهمية خاصة . 
المعادلات التفاضلية ذات المعاملات المتغيرة 
“Тһе differential equation variant coefficient”‏ 
تسمى المعادلة التفاضلية التى على الصورة 
+а,у= (х), а, #0‏ زره + ......+ ау“) +а, уе?‏ 


حيث أن كل من ,۵,,...,۵,,,()/ر دوال فى المتغير المستقل х‏ بمعادلة تفاضلية من 
ЗАД‏ النونية غير متجانسة ذات معاملات متغيرة .بحيث أن у(х)#0‏ ما لذا كان 
у(х) =0‏ فان المعادلة التفاضلية تأخذ الصورة 


ау) + زره +......+ زره‎ +а,у=0 


تسمی معادلة تفاضلية من الرتبة النونية متجانسة ذات معاملات متغيرة حيث أن كل 
من ,4,....,»,,» دوال فى المتغیر المستقل × . 


:2130 
۱- معادلة эщ)‏ التفاضلية : “Euler 5 differential equation”‏ 
معادلة أويثر التفاضلية من الرتبة الثانية تأخذ الصورة 
a,x’ y" + аху' + а„у = f(x) 0)‏ 
حيث ره ,ره ,ره ثوابت . 
لحل المعادلة (1) فإننا نستخدم التعويض 
х=е or 1-1їлх‏ 


وهذا التعويض يحول المعادلة (Т)‏ ذات المعاملات المتغيرة إلى معادلة تفاضلية مناظرة 
ذات معاملات ثابتة كالآتى : 


4 а : 
д- + зу J نفترض‎ 
йа,” نفترض أن ب‎ 
тэй! بذلك نجد أن ذه‎ 
d did ха i ` 
фу Ф 1,4 
ла ى أن‎ 
хр-0 (3) ومنها فإن‎ 
وأيضا‎ 
21 4 “ыд, 
d? а d d dt dx 
d d 1 d -1 Id d 
табаа у хаба) 
۲۳ ЕД СА 
x а ха а dx 


= ¥ - 


КЕЧ‏ تم رم 1- _ و 
بذلك يكون 204-20-- р?‏ 
أى أن )0( )0(0-1- x’ D’‏ 


من العلاقات )4( ,)3( يمكن بسهولة إثبات أن 


xD = Ө(Ө — 100 – 2) 


x"D" = 0(0- 1(0#- 2)...(@-п+1) 
والآن بالتعويض من المعادلتين (4) و )3( فى المعادلة )1( نجد أن‎ 

у+а,у = f(e")‏ 6ره + بر - 9)6ره 
ومنها +а,)у = Л)‏ 0(,ه- (а,‏ + ?2,0( 


وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الثانية غير متجانسة ذات معاملات ثابتة تحل كما سبق 
دراسته . وبالتالى يمكن إيجاد الحل العام لمعادلة أويلر التفاضلية (/) كما سنوضح ذلك 
فى الأمثلة الآتية. 





: 1 ь 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 
(x? D? -2xD + 2)y = 4x 
: الحسل‎ 


d ss И" ۳‏ 
باستخدام التعويض х=е'‏ ونفترض أن = فان 


-ҮХА- 
x D? < ۵06-8 
بالتعویض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن‎ 
(0 (0-1)-20- 2)у = 4e" 
(0° – 30 + 2)у = 4e" ومنها‎ 
. وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الثانية غير متجانسة ذات معاملات ثابتة‎ 
لحل المعادلة. المتجانسة‎ 
(0° – 30+ 2)у =0 
بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هی‎ у=е نفترض أن الحل لها هو‎ 
4? - 34+ 2-0 
4-1 ,А=2 بالتحلیل نجد أن الجذور هی‎ 
بذلك یکون حل المعادلة المتجانسة هو‎ 
у, = се! + се? 
. ثابتان اختياريان‎ с.с, Өв 


ويكون الحل الخاص уь‏ هو 
1 


= m 4e3" 

У» 07-3942 ) 
1 4 4 
210 [01 


بذلك يكون الحل هو 


Е 1 2 3 
у=се +с,е + 6 


- ۱۹ - 
ولكن “- × بذلك یکون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 
2х?‏ + لر + × у=‏ 


حيث с„с,‏ ثابتان اختياريان . 





شال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
(x'D? + 2хр-2)у=0‏ 
الل : 
باستخدام لتعویض х=е'‏ وبفر ض أن گ-و فان 
хр=@‏ 
x’ D? -0(0-1)‏ 
x'D’ = ۵606-06-2‏ 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن 
0= بر(2 - 20 +22 -1()6 -6) 0( 
Чи‏ ۵ب - وه + 07-30 
وهذه معادلة تفاضلية من الرتبة الثالثة متجانسة ذات معاملات ثابتة . 
نفترض أن الحل لها هو “= بر بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هی 


R - 32 + 41-2 - (0 


-« ҮҮ». 


بالتحليل :(4-1Х4-21-2)-0‏ 
: : | 8 - 4ل + 2 

فتكون الجذور هى а:‏ لس م А =1 ж‏ 
بذلك يكون الحل هو 


у= се +e' (e, cost + с, sint) 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ X= ومنها م1‎ х=е' ولكن‎ 


сух + x(c, cos(ln x) + с, sin(in х))‏ = بر 


= 


حيث с„с„с,‏ ثوابت اختيارية . 


Ф 





مثال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
كب یر = بر6- "برت 
х‏ 
этэ? so‏ ر أن 4 -0 وا 
باستخدام التعويض х=е'‏ وبفرض а аг:‏ 
xD=0‏ 
x’ D’ = Ө(0-1)‏ 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن : 


(0 (0-1) و ب بر(6-‎ +e” 


- ۱۷۱ - 


ومنها e" +e”‏ = بر( - 8- 0°( 
المعادلة المتجانسة هی 0= بر(6 - 0- 0( 


نفترض أن Jal‏ على الصورة “4ج < بر بالتفاضل والتعویض نجد أن المعادلة 


المساعدة هی 1-6-0 - R‏ 
بالتحليل نجد أن الجذور هی Е ан‏ 
بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو وه + у, = се‏ 


. ثابتان اختياريان‎ с„с, Ээ 
هو‎ уь ويكون الحل الخاص‎ 


= 6 : {е + }ع‎ 
1 { 23 
Ээ сс Сает! 


е? е? 
سإ د‎ 
4-2-6 (0-2) -)0-2(-6 


-1 2 -21 1 
= —— + 1 
зе 


{3 





-1 2 1 ~2t 1 0 -1 
кы ھی‎ ү, 
-1 2 _ 1 е? 18 
= +— 44 
ее) 


-1 2 ie” 
= — جم‎ 
7" 5e ( 9 


بذلك يكون الحل هو 


1 1 1 
= се + ee =e" - —е (+ — 
у= ره‎ 6 F 5 ( 2 


- ҮҮҮ. 


ولكن х=е'‏ ومنها ×1 = بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 
у= сх? сүх? -2x +‏ 


е 


حيث сс,‏ ثوابت اختيارية . 





: مكسال‎ 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 
(х2? + 2хр ~ 2)у = x? log x + x | 

الحسل : 
بالتعويض عن х=е'‏ فاننا نحصل على المعادلة ذات المعاملات الثابتة 

(0° - 30° + 46 - بر(2‎ = te" + e 
وجدنا أن‎ (Y) كما فى مشال‎ 

Y, = се! +e'(c, cost + ره‎ sint) 
. ثوابت اختيارية‎ с„с„с, “эь 


ويكون الحل الخاص Ур‏ هو 


1 
6: -30° + 40 - 2 
1 


1 
————+ 2 1 سس سس E‏ 
۱۲۵-30777 40-3 + :81-38 


Ур = йе“ + е'} 


{е} 


1١792 


e” 


"OD - 36+ 27: + 46+ 277-27 


е! 


۱۲ تحص سح سس‎ САГА 
(0+2) — 3(Ө + 2( + 46+ 22-2 


5 е? е! 
1 83+38: + 40+3 1+ 9 569) 


e” 40 + 30? + Ө? 1 
= — هس تسه با‎ t 2 ү-/ 
7 ( 2 У {te е? 0) 


250203 ()( + )و‎ - XD 
5 3 877 


е?! 
= — (1-27 + te' 
26 ) + te 


بذلك يكون الحل هو 


у= هرن‎ +e' (с, cost + وه‎ бп) + (r де" +te' 
فيكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ t=inx ومنها‎ xz=e' ولكن‎ 
у= сух + x(c, cos(ln x) + وی‎ sinin x)) + (Inx = 2)” +xlnx 


حيث с,,с„,с,‏ ثوابت اختيارية . 


Ф 





شال: 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية. 

× - برق - +8ху‏ "یز ×4 - xy"‏ 
الحسل : 


نفترض أن хте‏ و أن 0-2 وعليه فان 


- ١/4 
хр=@ 
xX’ D’ = ۵06-3 
x'D’ = Ө(Ө - ТӨ - 2) 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن‎ 
(0 )6 - 7()6- 22-46) — Т) + 89 - 8уу = 41 
(0° -767 +140 - 8)у = 4 ومنها‎ 
المعادلة المتجانسة هى‎ 
(07-707-140-8)у-0 
بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هی‎ уе" نفترض أن الحل هو‎ 


0 - 1421-8 + 7- ثم 


بالتحليا 4-14-2(4-4)=0( 
فتكون الجذور هى 4,.4, 2= 4,410 


у, = се! + “هرج‎ су" 
е حيث و© وج © ور© ثوابت اختيارية‎ 


ويكون الحل الخاص yp‏ هو 


- 1١976 


1 
6° –70° +140 —8 
4 1490-70 +6? 


2550 8 ( @} 


Ур = {44} 


-1 14 
=—(t+— 
2 ( 8) 


“улс + ورن‎ + суе“ - 20 + 1) 


بذلك يكون الحل هو 


ولكن x=e'‏ ومنها 1-1Їйх‏ بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


у=с,х+с,х? +с,х* -Z @юх+) 


حيث ره,ره,ره ثوابت اختيارية . 


” 





х/у!-ху-Зу-х” 


مثال: 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


الحل : 


а : 3 57‏ 7 
باستخدلم لتعويض х=е'‏ وبفرض لن 0-5 فان 


xD=0 


x’ D? =00-1) 


۷ 
بالتعویض فى المعادلة التفلضلية المعطاة نجد أن 


)0)0- 3 - 0 - Зуу =e" 


ومنها 3)у =e"‏ - 20 - 0°( 
المعادلة المتجانسة هی 


(0° – 26 - 3)у=0 


نفترض أن الحل لها هو уе"‏ بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هی 


0- 3 - 2 - ?4 
بالتطيل نجد أن الجذور هی 4,5-1, 4-3 
بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 7 + ورن = уң‏ 
cpe, сэ»‏ ثابتان اختياريان . 
ويكون الحل الخاص yp‏ هو 
جد = رر 
E‏ 1 


=-——.еЄ'=——е 
25-10-3 12 


بذلك يكون الحل هو у= се" + 7 re"‏ 
ولكن = × بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


1 

3 -l „5 
=сх + رسب + ری‎ 

7 : 5 12 


حيث с.с,‏ ثابتان اختياريان . 


= ҮҮҮ. 
شال:‎ 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 
× "ر‎ +2xy' -6y = 5х? + 6 
: الل‎ 
وبفرض أن -و فان‎ х=е' باستخدلم التعويض‎ 
хр =@ 
xD? = 66-3 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن‎ 
)6)6 - 1 + 29 - буу = 5е + 6 
(02 +6 - بر(6‎ =5e” + 6 ومنها‎ 
المعادلة المتجانسة هی‎ 
(0 +0-6)у=0 
بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هی‎ у-е" نفترض أن الحل لها هو‎ 
22 + 21-6 =0 
۸-2 „4=-3 بالتحليل نجد أن الجذور هى‎ 
بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو‎ 


22 2 -3 
J, < 6, +c; 


۱۷۸۰ - 
حيث 6و6 ثابتان اختیاریان ۰ 
ويكون الحل الخاص yp‏ هو 
5e” + 6‏ 
е }‏ 5 


и 1 1 


)6+ 27 + 6+2 -6۳ 22۵-6 


,_ 0+0 ,2 
0 "نگ - 2 ليد 





= 5 е“ 
1 0 52. 
= 5 20 _1_ 1 Жү 25 2 1 
"(سست -) -) تحن جك‎ 0 
ad 6 
=e“ —(1—-—+...... —(1—...... 1 
е 6 27 343}-( ){1) 
1 
=е!({—-—)-1 
е ( 5) 
بذلك يكون الحل هو‎ 
21 -3 2 1 
( < 6,6 +c,” +e لد‎ 
بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو‎ х=е ولکن‎ 
2 -3 2 1 
у= сх + +x Wam a 
. اختياريان‎ Эй с.с, сэ» 
: مشال‎ 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 


xy" +бху'+6бу = ах 


ا 

الل : 

je d f.. Ee ЭР 
وبفرض أن 0 فين‎ х=е' باستخدام التعويض‎ 

)6)6-1+66 + буу - ؛‎ 

ومنها +6)у =t‏ 5۵ + 0°( 
المعادلة المتجانسة هی 

(02 + 50 + буу - 0 


نفترض أن الحل على قصور: уй‏ بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة 


هى 
А +5А+6=0‏ 
بالتحليل نجد أن الجذور هى ,А=-3‏ 2--,4 
بذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو уь = с, +c,"‏ 
“эь‏ ره,,» ثابتان اختياريان . 
ويكون الحل الخاص ур‏ هو 
ا 4 
و sgat‏ 
цоо 17‏ -20-2- 
)>-@2= 


-%^.- 


بذلك يكون الحل هو 


ولكن хеб‏ بذلك يكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


у= сух? жс,х? وا یه‎ 
6 36 


Ф 


حيث сс,‏ ثابتان اختياريان . 


7. 


9. 


14١ 


تمساریسن 


آوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية : 


х?у" - بورق‎ + 8у = 2х? 

2. , 1 2 

×“ "ر‎ + 5ху' +3у = (1+ —) logx 
х 

х?у" - Зху + 4у = بر‎ + ×7 logx 

x? "ر‎ +6xy' +бу =lnx 


х?у" - 2ху + 2y = (log х)? -log x? 


11. x?y" - ху + 4y = cos(log х) 


13. х2у”-3ху + برق‎ = х? 


15. xy" -3x y" + бху' - бу = 2° 


(1) x y"-6y=lnx, 


(2)х2у”-5ху + برق‎ =2, у(-2)-1, 


1 
es 


2 ху +x y" Axy = 4× + бх? 
4. رودق + "ری‎ + Ay = کے‎ 
6 хїу'+ху+у=1пх 

8. х?у" - 2ху + 2у = و310‎ × 

10. 2х?у' + 15ху' -7y = {х 

12. х?у" + 3х?у' + ху + 8у = 32х7 
14. х?у"- ху = 2 


16. х?у" + 2ху' – 2у = х? و10‎ x + 3х 


جد الحل الخاص للمعادلات التفاضلية الآتية : 


"у= 21. 
у( = 


у(-2) =7 





- :م1 


“Lagrangels differential equation” : معادلة لاجرانج التفاضلية‎ -Y 
هذه المعادلة تأخذ صورة عامة لمعادلة اويلر التفاضلية السابقة وهى على الصورة‎ 
Е[(ах+5)р]у = f(x) 


еа‏ ۵,۶ فوابت » D‏ هو المؤثر التفاضلي Л‏ وعلى الصسورة الخطية تأخذ 


الصورة 
а, (ax +b)" у +а (ax +b)" у) +... а_,(ах+Ьуу' +a, y=f(x)‏ 
حيث d 0  تباوت а,Ьао,й,......... 4,1 dn‏ . 


واضح انه عندما نأخذ 0- 5, a=]‏ فان معادلة لاجرانج تتحول إلى معادلة اويلر 
التفاضلية . أى أن معادلة اويلر التفاضلية صورة خاصة من معادلة لاجرانج 
التفاضلية. ولحل معادلة لاجرانج التفاضلية فإننا نس تخدم التعويض 
ах+Ь‏ = 2 , “2-6 فتتحول المعادلة إلى معادلة تفاضلية ذات معاملات ثابتة تحل 
كما سبق دراسته وسنوضح ذلك بالأمثلة الآتية . 





مسال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 

1 +4 + تيرق = 36y‏ - “بر(2 + 3)3 + "ر 2(7 + (3х‏ 
الل : 


باستخدام التعويض 2 +3 = 2 فان : 





- ۱۸۳ - 





بالتعويض فى المعادلة التفاضلية نحصل على 
Я‏ 2 7 2 
ог? 24 +=® -36у 5 (52) +4) (+‏ 


( - )=(8+3- ,4+4 + ,4- هط 
3 3 
а . і‏ 29 
باستخدام التعویض =e‏ 2 وبوصع Ды,‏ فان 
(90(0-1)-90-36уу = 106" -1)‏ 
1 
ЕЕ =н 2 241‏ 2-4 
و منها )1- ГУ (е‏ )07-4( 
وهذه معادلة تفاضلية ذات معاملات ثابتة 
المعادلة المتجانسة هی 
(02-4)у-0‏ 


نفترض ان الحل على صورة у=е**‏ . بالتفاضل والتعويض نحصل على المعادلة 


المساعدة 
42-4=0 
وبتحليل نجد ان الجذرين هما 2-=, 2 , 2-2 


وبذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 


2 


Jy = сё +e, e” 


. ثابتان اختياريان‎ с, с, “эь 


” 





-1АВ. 


الحل الخاص يعطى من 





-Z 1 m 129: {1} 
27 (02-4 0) 108 4 


е” 1 1 
вэ А ” 


2 
у ос, + “قورع‎ 21 (-21-15 Лу, 
108 4) 108 


ولكن =e‏ 2 ومنها ۸-۲7 Lady‏ 3+2 - 2 بذلك يكون الحل العام للمعادلة 
التفاضلية المعطاة هو 


z (3х+2) 1 
у=с(х+ 2( + )ر‎ + 2(7 + (n(x + 2(- (+ سح‎ 


حيث с, с,‏ ثابتان اختياران . 
سس تال : 
أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


× = بر - “بر[2 + ) + “بر )242( 


1486 - 


фи-- 
باستخدام التعويض 2 ++ - 2 فان‎ 
2 2 
EE 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية نحصل على‎ 
ر كور لر‎ - 2-2 


وهذه معادلة اويلر التفاضلية . 
باستخدام التعويض © = 2 وبوضع 5 = 0 فان 

y=e' -2‏ )1- 0+ )0-1( 0( 
ومنها 2- у=е‏ )0-1( 
وهذه معادلة تفاضلية ذات معاملات ثابتة . 


المعادلة المتجانسة هی 
0= ر )0-1( 


نفترض أن الحل على صورة *۸ ус‏ . بالتفاضل والتعویض نحصل على المعادلة 


المساعدة 
0= 42-1 
وبالتحلیل نجد ОН‏ الجذرین هما 1- psi, ۸ з=‏ ۸ 


وبذلك یکون حل المعادلة المتجانسة هو 


, -1 
Ун = сё +с,е 


- ХАЛ. 


حيث с, С,‏ ثوابت اختيارية . 





الحل الخاص يعطى من 
: 1 
Ур» 0 2 1 k -2}‏ 
}2{ ا sgr‏ 
РУ ){2}‏ 0۰+( رسب ور - 
2+ () )1+4( 53- 
(br ане (1-2‏ 
ومنها 
1 3 
Yp ETE 1-2) +2‏ 
وبذلك يكون الحل 


і 1‏ 
كم + و رو + هرمع 
у 1 2 A 2‏ 


ولكن “>2 ومنها Inx‏ = / وأيضاً 2 +× = 2 فيكون الحل العام للمعادلة التفاضلية 
المعطاة هو 


حيث ‚с;‏ ره ثابتان اختیاریان . 





نال : 


اوجد Jal‏ العام للمعادلة التفاضلية 


. AY - 
їі 


نفترض أن +2 + 2-1 فيكون 








2 
+4у =— z -1‏ .2 وه - 4 ?42 
وهذه معادلة اويلر التفاضلية . 


: 4 А 
وبوضع عن فن‎ 2 = е نفترض لن‎ 


ودام Z‏ = بر (4 +48 -(46)6-1) 


НО -2)‏ ديرق +26 - 0°( 
وهذه معادلة تفاضلية ذات معاملات 255 . 
المعادلة المتجانسة هى 
0 عبر +26 - 02( 


. نفترض أن الحل على صورة у=е**‏ . بالتفاضل والتعويض نحصل على المعادلة 
المساعدة 
A? -24+1= 0‏ 


وبالتحليل نجد ان сэ дэ!‏ هما 0-,4, 3,41 


۰ ۸۸ =- 
وبذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو 
6( ارت + ,6)< Ун‏ 
حيث ره ср,‏ ثابتان اختیاریان . 


ويكون الحل الخاص هو 


1 27 
r 07-2041 fe 2 


1 3 4 بن‎ (дө-өзуу' 
8 (0+1) –20+1 ае 2۳ 


Ге 1 
16 4 
وبذلك يكون الحل هو‎ 
te 1 
=(c, +c, )e + سب‎ – — 
+ر6)<‎ Ct) 16 p 


ولكن 2-6۰ ومنها × ”1= وأيضاً / ++ 2- 2 فیکون الحل العام للمعادلة التفاضلية 
المعطاة هو 


у= (с, +c, log )2 + D(2x + D+ (2+ Dlog 2(2х +1) -1 


حيث с‏ , به ثابتان اختياريان . 





141-4-а 
اوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 


(1+ 2х)? у" - 6 0+ 2х)у' +1бу =8(1+ 2х)? 


-\АА- 


الحل 


نفترض أن ×1+2 = 2 فان 





вэ 


4у 
3227 لایس‎ 
dz’ 5 
بالتعويض فى المعادلة التفاضلية نحصل على‎ 


2 
i -12 Ž +1бу =82? 


وهذه معادلة اويلر التفاضلية . 
ыш‏ نت شه 4 ۵ فا. 
نفرض أن 1-6 وبوضع ص О‏ 


(0(0-1)-30-4)у- 267 
ومنها‎ 


у= *‏ (4 +46 - )0( 
وهذه معادلة تفاضلية غیر متجانسة ذات معاملات ثابتة . 


المعادلة المتجانسة هى 
-40-4)у-0‏ 02( 


نفترض أن Jal‏ على صورة у=е‏ . بالتفاضل والتعویض نحصل على المعادلة 


المساعدة 0= 4 +42 - A?‏ 
وبالتحليل نجد أن الجذرين هما 2-2 , 4,22 
وبذلك يكون حل المعادلة المتجانسة هو ۵( اره + Ун =(c,‏ 


. ثابتان اختياريان‎ ср, с; еа 


° 





- ۱۹۰ - 


ويكون الحل الخاص 


TTT 


2e” 
` (0-2) -4(0-2) +4 ш) 


=2е? Босс 5-0 


0+40+4 -40-8+ 4 
=2 * 200 


={? е” 


وبذلك يكون الحل هو 

e”‏ + و( ره + رع )عير 
ولکن "2-2 ومنها × «آ= وأيضاً 7 ++ 2- 2 فيكون الحل العام للمعادلة التفاضلية 
المعطاة هو 


y=|e, +e, In (2х + D+ In? (2х + D|(2x + 1? 
| . ثابتان اختياريان‎ ср, حيث ره‎ 


ملحوظة : توجد طرق لحل المعادلات التفاضلية ذات المعاملات المتغيرة مث : 
-١‏ الصورة القياسية . 

. حلول المعادلة المتجانسة المناظرة‎ aal تغير البارامترات (الوسائط) إذا علم‎ -Y 
. تحليل المؤثر‎ -Y 

ОЛ а 4 

ه- ‏ استبدال укый‏ المستقل . 


وهذه الطرق مشروحة بالكامل فى الجزء الثانى من الكتاب . 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 


10) 


11) 


12) 


13) 


14) 


- 14}. 


تمارين 


: اوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية‎ 
(х+ 77 ”بر‎ + (х + у - у =log(1 +x} +x-]1 
(х + Г? y" +(x + у + у =4 соз (log(x + D) 
(3х + 2)?у" + 3(3х + 2)у'—3бу = و‎ 
(х— 3)? у" + б(х— 3)у + 12у = 1+ 2х 
(x+ Г? у" — 3(х + ру +4у= (1+ х)? 
(х + عر) - "ر‎ + 2)у'—3Зу = х 
(2х + Г)? у" + 2(2х + Гуу' - 12у = бх 
(2х — 3)? у" — 6(2х - 3)у + 12у = 1+2х 
(2х+3)”у' + 3(2х + 3)у -бу = 0 


(3х + 2)! у" + 3)3 + 2)у - 3бу = 3х? + 4х +1 











а?у 2222: 
ах? ах 
4! » 
27 =-и*у, w= ثابت‎ 
2 
ау رد‎ 0 ‚Фо 
ах ах ах 
2 
уй У-У مش‎ D مي‎ 
б dx ах ах 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


- 1۹۲ - 


а?у 


Р 2 
=sinx+ x +2х+3 
dx? 





2 


dx? 


ау dy 
+—-=3 
“ас ё 





=созу+у 








1١992 
: ؟- بعض الحالات الخاصة‎ 


سنتءرض فى هذا للجزء لبعض الحالات الخاصة لمعادلات تفاضلية ذات معاملات 

متغيرة مستخدما ما درسناه فى الفصل الثامن . وتتلخص هذه الطريقة بوضع م ك 
d a.‏ 4 

дё Ра? iS ويكون‎ 





وتتضح الطريقة من الأمثلة التالية 





مثال : 
Í‏ معادلات تفاضلية على الصورة 
а?‏ 
و 
وتحل هذه المعادلة بالتکامل المباشر ой»‏ 
مشال 
آوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 
2 
-бх-5‏ تيرق ب تبره ЯУ‏ 
الحسل 
بالتکامل بالنسبة الى уй зах‏ نحصل على 
ر + يدق + تيوق ل !+ ابر 
Р e х+с‏ 
Дэг” лег‏ 


dya‏ ره ,مه ثابتان إختياريان 





Вэ 


2x + 3‏ + ووم 


=sinx +x? +3х+с, 


- ۱۹۶6 - 


بالتكامل مرتين بالنسبة الى × نحصل على 


3 
х х 3 2 
келер етн +с,х+с, 


Ф _ 
Р 80) 


[pdp = ع‎ (у) dy 


L p= jeo) dy 


ы‏ معادلات تفاضلية على الصورة 


ауф, م‎ ф. 
E =p Рау OY h p نضع‎ 


ونعوض فى المعادلة التفاضلية المعطاة فنحصل على 


وبفصل المتغيرات نحصل على 


وبالتكامل نجد أن 


وبأخذ الجذر التربيعى والتكامل نحصل على حل المعادلة التفاضلية المعطاة, 


1556 





مثال 
а?у ۱‏ 
حل المعادلة التفاضلية Уу: =y+a‏ 
حيث а‏ عدد ثابت 
الحل 
ау фр . . ду 22‏ 
"Рау ОЎ хайлан‏ تب 
وبالتعويض فى المعادلة نحصل على 
ар‏ 
у+а‏ دك ور 
йу‏ 
ومنها نجد أن 
برك (ه + рар = (у‏ 
وبالتكامل نحصل على 
2 1 
رن + برع + سكت 29 
Р? = у? + 2ау + 2с]‏ 
وعلى ذلك فإن 


© رلم‎ +2ay + 2с; 26, = с 
dy f dy 
حي ا ا يت هت اح غرم‎ 
| Ер +2ау+с [сес +(с-а?) 


ومن ذلك نجد أن 


-41 





rsa 281, , Б=(с-@) 
ومنها نحصل على‎ 
210 -808(Х-,) 
с; 
أى أن‎ 


у= Б sinh (х لوء‎ -a 


х معاملات نفاضلية خالية من‎ g 





وتكون على الصورة 
0ك roZ,‏ 
وفی هذه الحالة نستخدم التعویض 
2e gog‏ 
مشساله 
أوجد حل المعادلة التفاضلية 
Dao‏ ‹ مرو لگ 


- ۱۹۷ - 


وبالتعويض فى المعادلة التفاضلية المعطاة نحصل على 





рФ - 2ур=0 
أى أن‎ 
(> 
ومنها نحصل على‎ 
ما 0 = م وهو مرفوض افتراضاً‎ 
2-2-0 أو‎ 
dp = 2y dy: | أى أن‎ 
ومنها نحصل على‎ 
9 реу! +c 
وبالتكامل نجد أن‎ 
а= Б; 
)اه‎ 
ویکون حل المعادلة المعطاة هو‎ 


у = сіап ) رده - عه‎ сг = cC 





ур®--р(1 +р)=0 
ар 


In (1 + p) برها ع‎ + Inc, 





- ۱1۹۸۰ 


أوجد حل المعادلة التفاضلية 


вэ 


+0 


Jat 
باستخدام التعويض السابق نحصل على‎ 


, p0 


وبفصل المتغیرات نحصل على 


ومن ذلك نجد أن 


أي أن 


وبالتكامل نحصل على 


- 144. 





ومنها نحصل على 
عو уне‏ 
с с‏ 
حيث ,6 = ين 
وهو حل المعادلة التفاضلية المعطاة 
د. معادلات خالية من y‏ : 
وتكون على الصورة 
а?у‏ 
=(х,——,7——5- =0‏ 
Ј=(х 2 FER]‏ 
а?у ду Ер"‏ 
وفى هذه 3131 تضع Ээ?‏ فيكون 44-28 
مال 
2 
حل المعادلة التفاضلية хаб‏ ‚ و گر 
الل 
dy _ dp фу 2‏ 
باستخدام التعويض суар Du‏ 
باستخدام التعویضص аР‏ ۰ 2 
فتؤول المعادلة Ф p=‏ 
فتوو إلى ре?‏ ری 
3 1 
E „Жы‏ 


وهى معادلة خطية فى أ ويكون المعامل المكامل هى 




















































































































































































































































































































































































































х х 

dy 
——=р=сх-3 
К р 
у=с——-3х-с, 


ху” + учбїпх 


Хи...» 


ويكون حل المعادلة )2( هو 


ومنها 


وبالتكامل يكون حل المعادلة التفاضلية )1( هو 


حيث су‏ ره ثابتان اختياران 





: ال‎ ь 
حل المعادلة التفاضلية‎ 
(1) و‎ х= #0 
: الل‎ 
Ф. 2 
Р نضع‎ 


فتؤول المعادلة التفاضلية إلى 


@) 


وهى معادلة خطية فى أ ويكون المعامل المكامل هو 


-Yj 


پر ے ٭ھای ےا ے1 
ويكون حل المعادلة (2) هو 
dx +‏ د ها 6/ = xp‏ 
=бх\ах—х]+с‏ 
أى أن 
ш‏ رب © 
A Pellis П+-‏ 
وبالتكامل نحصل على 


y =6 [(xlnx-xJ-6x +clnx + с 


. ثابتان اختياريان‎ с, с dya 


-Хэх. 


Сані ыі 


أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية : 


і у"=бх?'-3х+9 й. у!-3х7-5х-1 
їй, у" + 3sin x - cos x + tan x + 6 sinh х іу. у'—5у=9 
v У-4уу-0 У-бу-2 vi у"=4у+3 
уй. уу" - у(2+у')=0 у ۶0 уй ху'-у=6 


іх. ху" -3у = 2 х ху" +y' دج‎ 


الباب السابع 


طريقة المعاملات غير المعينة 


الباب السابع 
طريقة المعاملات غير المعينة 


لقد أعطى الحل العام للمعادلة التفاضلية (у) = Фіх)‏ 1 على الصورة tya y= ук+ уь‏ 
يرمز уь‏ إلى حل ما للمعادلة التفاضلية و уһ‏ عندما يكون للمعادلات التفاضلية معاملات 


-١‏ الصورة المبسطة للطريقة 


تستخدم طريقة المعاملات غير المعينة إذا أمكن كتابة الدالة © وكل مشتقاتها بدلالة نفس 
مجموعة الحلول المتسقلة خطيا والتى نرمز لها ب )9( fy), ODE, -Yn‏ نفترض فى 
البداية أن Jall‏ الخاص يكون على الصورة yp (x) = Азу) + ... + Ау)‏ حیسث 
-An‏ 4,42 ثوابت اختيارية . يمكن إيجاد هذه الثوابت الاختيارية بتعويض الحل المفترض 
فى المعاجلة التفاضلية المعطاة ومساواة معاملات الحدود المتشابهة . 


وتوجد عدة صور Ф) WA‏ : 
الحالة الأولى: 
() ,رم = 26 كثيرة حدود من درجة п‏ فى ох‏ نفترض أن Jal‏ على الصورة 
)1( ۵ عدر إم + ... + Yp = Ау + ар”!‏ 


حيث п)‏ ,... ,2 ,1 ,0 -0 = 6 ر4 ثوابت يراد تعيينها . 


۰ 
الحالة الثانية 
Ф(х) = ke”‏ حيث ۶ а,‏ ثابتان معلومان . نفترض أن Jall‏ على الصورة 
Jp = Ае 2)‏ 
حيث А‏ ثابت يراد تعينه. 
الحالة الثالثة 


دم k бэ» © (x) = ki зіп fx Ёс‏ ۾ 4 ثوابت معلومة . نفترض أن الحل على 
الصورة 


Jp = А sin Вх + В соѕ Вх (3) 
. حيث 8,4 ثابتان يراد تعيينهما‎ 


ملاحظة : نفترض JN‏ )6 حتى لو كان ,۸ أو ۸ صفرا ‹ لأن مشتقات sines‏ أو cosine‏ 


على كل من .соѕіпеѕ, sines‏ 
-Y‏ تعميمات 


إذا كانت Фо)‏ هى ناتج حدود الحالات الثلائة › فإننا نأخذ ур‏ كناتج ضرب الحلول 
المفروضة وربطهم جبريا بثوابت اختيارية ما أمكن . وعلى وجه خاص ‹ إذا كانت 
D(x) =е®Р,(х)‏ أى ناتج ضرب كثيرة حدود فى دالة أسية » فإننا نفترض أن 


Yp = е در جر + تیف‎ +...+A4x + Ао) @) 


لا 
حيث ,4 كما فى الحالة الأولى . أما إذا كانت Фх) = e“ Р, (х) sin к‏ أى 
ناتج ض رب كثيرة حدود ودالة أسية وحد يحصتوى على sin‏ أو إذا 
كان م Фіх) = е" Р, (х) соз‏ أى ناتج ض رب كثيرة حدود ودالة أسية وحد يحتوى 
على соз‏ فإننا نفترض أن : 
+ أ + Jp = езіп fx (Ах + Ах" !+...+Ах‏ 


e™ cos fx (В,х" + В, ух! +...+Вух + BQ 6) 


حيث G = 0,1,2,...,п,),В„А,‏ ثوابت يجب تعيينها . إذا كانت Ф)‏ حاصل جمع )3 فرق) 
حدود سبق اعتبارها » فإننا OKA yp і‏ حاصل جمع (أو فرق) الحلول åa fill‏ 
المناظرة وربطهم جبريا بثوابت ما أمكن ذلك. 


؟- تعديلات 


إذا كان أى aa‏ من зу ҖАЙ Jall‏ بغض النظر عن الثوابت الضربية » هو МАГ‏ حد 
فى ya‏ (حل المعادلة المتجانسة) فإنه يجب أن نعدل الحل المفروض وذلك بضربه ب "× 
حيث ‏ هو أصغر عدد صحيح موجب بحيث يكون ناتج ضرب ”× فى الحل المفروض 
ليس به حدود مشتركة مع Уһ‏ . 


$- قيود على الطريقة 


عموما إذا كان ب ليست واحدة من أنواع الدوال السابق ذكرها أو إذا كانت المعادلة 
التفاضلية ليست ذات معاملات ثابتة » فإنه يفضل الطريقة المعطاة فى الفصل الحادى 


» 


. HE 


- Ў.А. 


У-у у = 40 


Jali‏ المتجانس هو се" + се"‏ = ,روحیث أن 6ه = (۵6 وهی كثيرة حدود من 
الدرجة الثانية » فإنه طبقا للحالة الأولى » باستخدام )1( e‏ فان الحل الخاص يأخذ الصورة: 


Yp = А? + Ах + А (1)‏ 
وبالتالى ,4 + 245 = у” = 24, уу‏ وبتعويض هذه النتائج فى المعادلة التفاضلية ‹ 
يكون бы‏ 
24:-(2Ажх + Ал) -2 (А; х + Ах + Ао) = 40‏ 
والتى تکافی : 
4x? + (0) х + 0‏ -زو24 - ж + (-2А› - 244) х + (2А›- А,‏ )242( 
وبمساواة قوى х‏ المتشابهة » نحصل على 
4,А;-2 ۸4 =0, 2 ۸4-4, - 2۸40 = 0‏ = 2۸4 
بحل هذا النظام e‏ نجد أن 2 = 241- = А;‏ ,3- = 4 وبالتالی تصبح المعادلة (1) على 
الصورة 2-3 + 2- > مير 
цав‏ الحل العام هو 


у=ук+ ур = си" + се? – 2х? + 2x -3 


-Х44. 


Jall‏ المتجانس هو уһ = сіе? + се"‏ وحيث أن *ه = Фб)‏ وبالتالى نحن بصدد 
الحالة الثانية حيث + - ,3 = ه . وعلى ذلك يكون الحل الخاص على الصورة : 
ур = Ае” (1)‏ » وبالتالى у, = 3 Ас"‏ و Ае?‏ و y”‏ 
وبتعويض هذه النتائج فى المعادلة التفاضلية » يكون бый‏ 
9Ае?*— 3Ае?* - 2Ае” =‏ أو e”‏ م4 4 ويلى من ذلك أن 1 - 44 أو 


3х 
1 их. ET 1 
: وبالتالى تصبح )1( على الصورة دور . ويكون الحل العام هو‎ » 4 = 2 


z 1 
у=у,„+у„=се* + суе?" re 


у”-у!-2у = sin2x 


الحل المتجانس هو yh = се" +e”‏ وحيث أن +2 Фх) = sin‏ » وبالتالى نحن بصدد 
الحالة الثالثة حيث 0 > 6 ,1 = ,2,۸ = 8 . وعلی ذلك يكون الحل الضاص على 
الصورة :)1( ур = А sin 2х + 4b соз 2х‏ وبالتالى 2А cos 2х – 28 sin 2х‏ = مير 





-Yie 


у”= -4A sin 2x - 48 cos 2x у‏ . وبتعويض هذه النتائج فى المعاددلة التفاض لية » يككون 


لدينا 
А sin 2х – 4B cos 2х) — (2А cos 2x — 2B sin 2х)—‏ 4-( 
2(А sin 2х + В cos 2х) = sin 2х‏ 
والتى تكافئ 
(6A + 2b) sin 2х + (-6В -2А) соз 2х = sin 2х + (0) cos 2х (2)‏ 


وبمساواة معاملات الحدود المتشابهة » نحصل على 
-2A - 6B = 0, -6A + 2B = І‏ 
وبحل هذا النظام » نجد أن 20 4 ,ور В=‏ 
وبالتالى تصبح العادلة )1( على الصورة: 
Yp = sin 2 + 09 2‏ 
ويكون الحل العام هو : 
ур‏ + بل = У‏ 


=c, e" + ور‎ Еа sin 2х „1 сов 2х 
20 2 


-ЗҮҮ. 


حل المعادلة التفاضلية 
У"-бу + Пу"- бу = 2хе*‏ 
الل : 


الحل المتجانس هو уһ = се + сж?‏ . وتکون 9х)‏ رم Фүх) = e‏ « حيث Р,‏ 
1 = :2 = 6 » كثيرة حدود من الدرجة الأولى . باستخدام المعادلة )4( ‹ نفترض 
أن yp = е* (Арх + Аа)‏ وبالتالى 
yp = -Axe” + Ае“ — Аде“‏ 
ур = Axe” + Ае”‏ 
Y p = Аре“ + ЗАје“ Апе"‏ 
بتعويض هذه النتائج معاملات الحدود المتشابهة » يكون لدينا 


-244, = 2,264 -ر‎ 24А, = 0 


48-01 Aah ومنها‎ 


وتصبح المعادلة )1( على الصورة: 


ويكون الحل العام هو 


1 13 _, 
у=се* + رن‎ e +c -— xe” --—e 
12 144 








- ۲۱۲ - 
مثال : 
حدد صورة الحل الخاص للمعادلة 
2х-1‏ + 92 = ر 
الحسسل : 
Jall‏ المتجانس للمعادلة التفاضلية المتجانسة المصاحبة0 = у"‏ هی 
Уһ = Сх + со,‏ 
وحيث أن 1 Фіх) = 9 + 2х-‏ 
كثيرة حدود فيكون الحل الخاص على الصورة 
у= Ах? + Арх Ад‏ 
لاحظ أن هذا dall‏ يختوى على حدود مشتركة » بغض النظر عن الثوابت الضربية » مع 
сур‏ وعلى وجه خاص حد القوة الأولى والحد الثابت . وبالتالی يجب أن نحدد أصغر 


عدد صححصيح موجب بحيث أن (Ау + Арх + Ao)‏ ”× ليس له حدود مشتركة مع ук‏ 
عندما 7 = т‏ » نحصل على : 


х(Аж2 + Ах + 40) = Ах? + Ах? + Арх 
نحصل على‎ т =2 هو مازال يحتوى على حد القوة الأولى مشتركا مع «بر. وعندما‎ 
х (Ax? + Ах + Áo) = Ар + Ар? + Ао? 


والذى ليس له حدود مشتركة مع у,‏ وبالتالى » نفترض تعبيرا على هذه الصورة 
للحل ‚Уул‏ 





5١*92 


2-1 + مرو = رر 


الحل المتجانس للمعادلة التفاضلية المتجانسة المصاحبة 0 = y”‏ هو 
Уһ = 6۲ + Со‏ 
نفترض أن الحل الخاص يكون على الصورة 
)1( تمر + Дух?‏ + گید رم = Yp‏ 
وبتعويض )1( فى المعادلة التفاضلية » نحصل على 


12 ع و4 2 + در 6 - تبر وار‎ 9х? + 2х-1 


حيث 
ا .4-4 لا ,4 

وبالتالی فان )1( تصبح : 
леме‏ و 

ویکون الحل العام هو : 


3 4 1 3 1 2 
O? E 7287 


5١5 - 


y'-5y0=2 e" 


الحل المتجانس هی се?”‏ = ,بر . حيث أن ФО) = 2е‏ فإنه ينتج المعادلة )2( أن 
التخمين Jall‏ الخاص ур‏ يجب أن يكون ”مم4 = Yp‏ . 


لاحظ أن الحل الخاص رر هو تماما مثل уһ‏ وبالتالى يجب أن نعدل ур‏ . وبضرب Ур‏ 
فى × (1= (т‏ » نحصل على : 


ур = Аре" (1) 


وحيث أن هذا التعبير ليس له حدود مشتركة مع уу‏ فانه يكون مرشحا کحصل خاص б‏ 
وبالتعويض عن )1( у, = Ае + 5Аохе ^з‏ فى المعادلة التفاضلية وبعد التبسيط نحصل 
على ”26 = Дое‏ ومنها تكون 

e 40- 2‏ وتصبح АМАА!‏ )1( على الصورة 26 = é yp‏ ويكون الحل العام هو 


у = (cl + 2х)е* 


- ۱6۵ - 


تمارین 
بطريقة المعاملات غير المعينة » أوجد حل المعادلات الآتية : 
(D? + 2D + 5) y = 12 е – 34 зіп2х‏ )1 
(D +1)? у = 26"‏ )2 
(D -2)# (D + 3) = 10е + 25е?‏ )3 
у”-2у”-Зу = 12 хе“‏ )4 
2у'- 8y = 16x -12‏ + ”ر رک 
у = sin x + зїп 2х‏ )4 + ?0( )6 
Dy = её + 3*‏ + 02( )7 
у = 8х + 1-156”‏ )4 + ?1( )8 
(D° + Р)у = 15‏ رو 
7е*+ 2‏ = )1 + 4 + ?40( )10 


الباب الثامن 


طريقه تغيير البارا مترات 
(الوسائط) 


الباب الثامن 


طريقة تغيير البارامترات «الوسائط - الثوابت) 


Variation of Parameters 


۱- مقدمة 


تستخدم هذه الطر يقة بصفة عامة لإيجاد الحل الخاص Yp‏ للمعادلة التفاضلية 
وذلك بمعلومية حل المعادلة المتجانسة y,‏ حيث أننا نعتبر الثوابت الاختيارية دوال 
فى المتغير × . 


والآن سوف نشرح هذه الطريقة على معادلة تفاضلية من الرتبة الثانية مع ملاحظة أنه 
يمكن تطبيقها على المعادلات التفاضلية ذات الرتب الأعلى . 


لنفترض أن لدينا المعادلة التفاضلية من الرتبة الثانية غير المتجانسة . 

f(x) 0)‏ = بزره + زره + "ر 
حيث aa,‏ ثابتان /(х)з‏ دالة فى المتغير المستقل ×. 
وتكون المعادلة المتجانسة هى 


Jy" + زره‎ жа,у-0 (2) 


- ҮҮ. 
بافتراض أن حل المعادلة المتجانسة على الصورة‎ 
У, = Ау, + Ву, 
. (2) حلين للمعادلة المتجانسة‎ у, у, حيث كل من‎ 
للمعادلة التفاضلية )7( فإننا نعتبر أن كل من 4,8 دوال‎ у, والآن لإيجاد الحل الخاص‎ 
فى المتغير × ويكون الحل الخاص على الصورة‎ 


У, = А(х)у, + В(х)у, (3) 


بتفاضل )3( بالنسبة إلى х‏ نحصل على 
у, = Ау, + Ау + Ву, + Ву,‏ 
75 كل من А,В‏ بحيث أن 
Ау, + Ву, =0 (4)‏ 
ومنها یکون 
у, = Ау + Ву,‏ 
وبالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى х‏ نحصل على 
уь = Ауу + Ау + Вуз + В'у,‏ 
وبالتعويض عن كل من у", уу,‏ فى المعادلة التفاضلية (Г)‏ نحصل على 


Аут + Ау, + By; + Ву, +a, (Ау, + Ву,)+ ره‎ ) Ay, + Ву,) = f(x») 


-ҮХҮ. 
ومنها‎ 
Ау + زره‎ +а,у)Ау + В(у; + а,у, + а,у,)+ Ау + Ву, = f(x) 
حلين للمعادلة المتجانسة )2( فان‎ у, у, وحيث أن كل من‎ 
yi + رلاره + زره‎ =0, 
у; + © ولا‎ +а,у, =0 
بذلك یکون‎ 
Ау + Ву, = f(x) (5) 


وبحل المعادلتين )4( و )5( فى الدالتين 8 ,4 فأننا نحصل على كل Lagia‏ وبمعرفتهما 
نكون قد حلنا على الحل الخاص (3) وبذلك يمكن إيجاد الحل العام 


وبر + ,برع у‏ للمعادلة التفاضلية )1( . مع ملاحظة أن هذه الطريقة تستخدم بصفة 
خاصة إذا كانت الدالة f(x)‏ على إحدى الصور 


x 
е ‚_-! 
E sec х, cot х, tan х, In x, 510 x, ...... 


والآن سنقوم بتطبيق هذه الطريقة فى الأمثلة الآتية . 


- YYY. 


۲- أمثلة محلولة : 
مثال : 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 





и , е 
у"-6у + 9у = 
х 
14-31 
المعادلة المتجانسة هى‎ 
(D? - 60 + ع بر(9‎ 0 
-pel 84 
ах 


نفترض أن حل هذه المعادلة على الصورة у=е‏ . بالتفاضل والتعويض نجد أن 


المعادلة المساعدة هى 
Д - 6+9 =0‏ 
وبالتحلیل نجد أن جذری المعادلة هما : 
3= 3د Ар‏ 


فیکون حل المعادلة المتجانسة هو 


= Ae” + Вхе* 
У, 


- ҮҮ. 
على الصورة‎ у, نفترض أن الحل الخاص‎ 
у, = А(х)е?” + В(х)хе” 
. × دالتين في‎ А(х), В(х) حيث‎ 
х بالتفاضل بالنسبة إلى‎ 
у, = 3Ае?* + A'e™ + Вхе” + Be” + 3Вхе? 
بحيث أن‎ А,В نختار‎ 
А4'е?* + B'xe* = 0 (1) 
من هذا يكون‎ 
у, = 3Ае" + Ве? + 3Вхе” 
نحصل على‎ х بالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى‎ 
у, = 9Ae™ + 3А'е?^ + 3 Ве? + B'e” + 3B'xe* + 3Ве?* + 9Bxe” 
في المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن‎ ур, ,مير‎ у, بالتعويض عن كل من‎ 
9Ae™ + 3А'е?* +3Be™ + B'e” + 3B'xe™ + 3Ве?* + 9Вхе?* 


3х 


- 18 "أو‎ - 6Ве?* - 18Вхе? + 9Ае?* + 9Вхе? = Č 
х 





ومنها نجد أن 


e” 


3A'e™ + B'(1+3x)e” = 2 





-yyt 
أى أن‎ 


ЗА + В'(1 + 3х) = 3 (2) 


بحل المعادلتين )1( و )2( am‏ أن 


A= 5 pad 
x х 
وبالتكامل نجد أن‎ 
--ЇХ , كمدق‎ 
х 
بذلك يكون‎ 


1 
У, = е? in x хе? 
х 


ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


1 
у = Ae” + Bxe* - e” \пх—— хе” 
х 


حيث 4,8 ثابتان اختياريان. 





: 1 > 


أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية 


У-у-0 


- ҮҮ? 


الحل : 


المعادلة المتجانسة هي 


بافتراض أن حلها هو = ر . بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هى 


4 -1=0 
Ар=1 ,2 =-1 
у, = Ае" + Ве“ 


Yp = А(х)е* + B(x)e * 


Yp = Ae” + А'е* — Be™ + B'e™ 


A'e” + Ве = 0 


وبالتحليل نجد أن جذرى المعادلة هما : 


فیکون حل المعادلة المتجانسة هو 


بافتراض أن الحل الخاص у,‏ على الصورة 


حیث В(х)‏ ,409 دالتین فى × . 


بالتفاضل بالنسبة إلى х‏ 


نختار A, В‏ بحیث أن 


(1) 


- ҮҮ. 
من هذا يكون‎ 
у, = Ае" – Be * 
نحصل على‎ х بالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى‎ 
у» = de” + А'е* + Be™ — B'e™ 


بالتعويض عن كل من Уу Yp‏ ,”رر فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن 





Ae” + А'е* + Be – B'e™ – Ae" - Be * = 5 
1-6 
ومنها نجد أن‎ 
Же Ве Е (2) 
1-е 


بجمع المعادلتين )1( و )2( نجد أن 





2 = !246 
"1-6 
ومنها وبفصل المتغيرات зээ‏ أن 
dx‏ _ 
е*(1+е*)‏ 


وبالتكامل نجد أن 


- ҮҮҮ- 
ابد‎ ӨӨ шаг 
Е ЕРУ ЇР Лус 


22 e “dx 
+1 





A= و[ + “م‎ ([+e*) 


1 


Be =—— 
1+е* 


[ав = - fj- rk 


=-]n (1+е*°) 


у, = е-е" + 10 (1+е*))-е” Іп + ۵*( 


=-1+е" و[‎ + *(- ۵7 ۱80+ ۵*( 


وبطرح )2( من (1) نجد أن 


وبفصل المتغیرات والتکامل نجد أن 


ومنها 


بذلك يكون 


ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


у= Ае" + Ве *—1+е*1п(1+е*)—е*1п(1+е*) 


حيث ۶ ,4 ابتان اختياريان . 


-ХҮА. 
مثال:‎ 
у"+ у =іапх أوجد الحل العام للمعادلة التفاضلية‎ 
: الحل‎ 
المعادلة المتجانسة هى 0= ر + "ر‎ 


نفترض أن حلها هو у=е‏ . بالتفاضل والتعويض نجد أن المعادلة المساعدة هى 


2 +1=0 
1-3 وبالتحليل تكون الجذور هى‎ 
Y, = ۸4 605 + Вѕіп х فيكون حل المعادلة المتجانسة هو‎ 
У, = А(х)соѕх + В(х)ѕіп х على الصورة‎ У, أن الحل الخاص‎ Ja jü 
. × دوال فى‎ А(х), В(х) “ээ 
у, = 24 605 - Asin x + В'ѕіпх + Всоѕх х بالتفاضل بالنسبة إلى‎ 
بحیث أن‎ А,В نختار‎ 
A cos x + B' sin x = 0 (1) 
у, > - 4 وأو‎ x + Всозх من هذا يكون‎ 


بالتفاضل مرة أخرى بالنسبة إلى × نحصل على 


Y, = —Ácos x - A' sin x — Bsin x + B' cosx 


بالتعويض عن كل من у',у ‚у,‏ فى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن 


- Acos x - А' sin x - Bsin x + B' cos x + Acos x + Bsin x = tan x 


- А'ѕіпх + B' cos x = tan x 


ومنها نجد أن 
)2( 


بضرب المعادلة )7( فى sinx‏ و المعادلة )2( فى cosx‏ وبجمع المعادلتين الناتجتين نجد 


В'(ѕіп? х + со? х) = tan х . cosx 





В' = ماو‎ x 
В--со5х 
Ве =- 
1-6" 
„_ -sinx 
cosx 
U= 1- cos? х 
cosx 


faa = - [(весх - cos x) dx 


= - sec x dr + [сов х dx 


А = —1п(зес x + tan х) + sin x 


أن 
то‏ 
)3( 
وبفصل المتغيرات والتكامل نجد أن 


وبالتعويض من )3( فى )1( نجد أن 


وبفصل المتغيرات والتكامل نجد أن 
ومنها 
وبالتكامل 


- ХҮ. - 
بذلك يكون الحل الخاص‎ 
У, =[—1п(зес x + (ап х) + sin x]cos x - cos x. sinx 


= {—1п(вес x + tan x)]cos х 


ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة هو 


у = Acos x + Bsin x - [In(sec x + tan х)}соѕх 


حيث 8 ,4 ثابتان اختياريان . 





-ХҮҮ- 


تمساریسن 


(۱) أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية الاتية باستخدام طريقة تغيير الوسائط 


(البار امترات) 

х 9 1 2 

() у -2у+у= < (2). جد ر "ر‎ 
х х х 

(3) у +4у = 21апх (4 у" + بر‎ = ѕесх 
(5) у + بز‎ = соѕесх (7 у+у=соїх 
.. 26 аа 25 4 х 

0) y-y= д бус ی‎ 


(Y)‏ باستخدام طريقة تغيير البارامترات اثبت أن الحل العام للمعادلة التفاضلية 
у' +@?у = у(х)‏ 
يمكن كتابته على الصورة 


у ع‎ Асоз(ад х) + Bsin(ox)+ 2 [ето (х ~0). 70) 4 


حيث. А,В‏ 045( اختياريان . 


- YYY. 


(Y)‏ أوجد الحل العام باستخدام طريقة تغيير البارامترات 13 علم حلان أو 2× للمعادلة 
المتجانسة المصاحبة . 


Н 2 3 
і х?у'-ху+у=х е й. و = + 2# = نز‎ 
.. ی‎ t 
#—-4#+3х = © 
1+е 


. diz dz ГЭЭР 
БУ 20 407 7 аө” Isa 
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٠‏ الباب التاسع 


تطبيقات المعادلات التفاضلية 
الخطية من الرتبة الثانية 





الباب التاسع 
تطبيقات المعادلات التفاضلية الخطية 


من الرتبه الثانية 


۱- مسائل الزنبرك 


یتکون نظام الزنبرك البسیط من كتلة متصلة بالطرف السفلی لزنبرك معلق رأسياً من 
مکان مرتفع . یکون النظام فى موضع الاتزان عندما یکون فى حالة السکون . تبدأ الكتلة 
الحركة بوسيلة أو آکثر مما یلی : إزاحة الكتلة من موضع اتزانها باعطائها سرعة ابتدائية 
أو تعریضها لقوة خارجية ()۴ . 


قانون هوك : 


تکون قوة استرداد الزنبرك F‏ مساوية ومضادة للقوی الموثرة على الزنبرك ونتتاسب مع 
الاستطالة (الانکماش) 7 للزنبرك كنتيجة للقوة الموثرة أى أن F= -kl‏ حیث k‏ هو ثابت 
التناسب » ویسمی عادة بثابت الزنبرك . 





: 1 > 


علقت كرة من الصلب وزنها 5/ 128 فى زنبرك فأحدثت استطالة قدرها 24 فى طوله 
الطبيعى . يكون وزن الكرة Ib‏ 128 هو القوة المؤثرة المسئولة عن الاستطالة Л)‏ 2( . 
وبالتالی فان 15 128- = Е‏ . ومن قانون هوك نجد أن -k(2)‏ = 128- أو ‚к= 64 lb/ft‏ 


– ۲۳۲ - 
نختار الاتجاه الرأسى إلى أسفل هو الاتجاه الموجب ونأخذ نقطة الأصل هی مركز 4-8 
الكتلة فى موضع الاتزان وذلك للملاءمة . نفرض أن كتلة الزنبرك تافهة ويمكن إهمالها 
وأن مقاومة الهواء عند وجودها تتناسب مع سرعة الكتلة . وبالتالی عند أى لحظة ۲ ۰ 
توجد ثلاث قوى تؤثر على النظام : 


Р) (\)‏ وتقاس فى الاتجاه الموجب . 
(Y)‏ قوة الاسترداد المعطاة بقانون هوك وهی : 0 <۸ ,6©6- = وت . 
(Y)‏ قوة مقاومة الهواء وتعطى هكذا 0< 4 Fa = -ах,‏ حيث а‏ ثابت التناسب . 


لاخظ أن قوة الاسترداد Е,‏ تؤثر دائما فى اتجاه بحيث تعبد النظام لموضع الاتزان . 
إذا كانت الكتلة أسفل موضع الاتزان فاٍن × تکون سالبة ويكون с‏ موجباً » بينما إذا 
كانت الكتلة Де]‏ موضع الاتزان فإن × تكون موجبة ويكون ёс‏ سالباً . نلاحظ أيضا 
أن قوة مقاومة الهواء Fa‏ تؤثر فى الاتجاه المضاد للسرعة وتعمل على تضاؤل iS ja‏ 
الكتلة وذلك لأن 0 a>‏ وينتج الآن من قانون نيوتن الثانى أن ()۴ + ах‏ = بو 
أو : 


FO 
m 


)1( و 
إذا بدأ النظام الحركة Laie‏ 0 = بسرعة ابتدائية Vo‏ من موضع ابتدائى х,‏ » فيكون 
لدينا الشروط الابتدائية : 

Х(о) = х, 500) = Р, (2)‏ 
لاتظهر قوة الجاذبية فى المعادلة )1( صراحة ٠‏ وعلى الرغم من ذلك نعوض عن هذه 
القوة بقياس المسافة من موضع اتزان الزنبرك . إذا أردنا ул‏ على قوة الجاذبية 
ЗА! ха‏ » فإنه يجب قياس المسافة من الطرف السفلی لطرف الزنبرك الطبيعى . أى 
أنه يمكن أن تعطى حركة تذبذب الزنبرك بالعلاقة : 


PY –‏ - 
„a. k Е()‏ 
Х+—х+—х=&@+——-‏ 
т т т‏ 
إذا كانت نقطة الأصل › 0 = × هی نقطة نهاية طرف الزنبرك غير المشدود قبل تعلق 
الكتلة т‏ . 


: از‎ ь 


علقت كرة من الصلب وزنها ط1 128 فى زنبرك › فاستطال الزنبرك / 2 فى طوله 
الطبيعى . بدأت الكرة الحركة بدون سرعة ابتدائية بإزاحتها іп‏ 6 أعلى موضع 
الاتزان . بإهمال مقاومة الهواء » أوجد : 


c t تعبيراً عن موضع الكرة عند أى لحظة‎ (І) 
. , < موضع الكرة عندما 12 /ج‎ (4) 


المسل : 


(أ) تعطى معادلة الحركة بالمعادلة )1( . لا توجد قوة خارجية وبالتالى 0 = (70 . 
وبإهمال مقاومة الهواء فى الوسط المحيط Айе у‹‏ فإن 0 = ۾ . تكون الحركة حرة 
وغير متضائلة » ويكون لدينا т = 128 / 32 = 4 slugs‏ ,324/0 = ع » ينتج 
من المثال الأول أن 15/4 64 = + . تصبح المعادلة )1( على الصورة 
Х416х-0‏ . ويكون جذرا المعادلة المميزة هما :4+ A=‏ ويكون lela‏ هو : 


x (t) = cı cos 4t + c2 sin 4t (1) 


عندما 0 = ۲ يكون موضع الكرة هو хо Л‏ (الإشارة السالبة تكون مطلوبة ОУ‏ 
الكرة فى البداية أزيحت Де}‏ موضع ОХУ‏ › أى أنها فى الاتجاه السالب) . 
باستخدام الشرط الابتدائی فى )1( نجد أن ره = 0 cos 0 + сз зіп‏ ره = х(0)‏ = بز 
وبالتالى تصبح المعادلة (1) على الصورة : 


-ҮҮА- 
x(t) =- 1 cos 4t + casin 4t (2) 


وقد أعطينا السرعة الابتدائية وهی 04/566 = V,‏ بتفاضل )2( نحصل على 
v(t) = (1) = 2 sin 4t + 4с, cos 4t‏ وعليه فان : 
у(0) = 2 sin 0 + 4 c2 cos 0 = 4с›‏ = 0 
وبالتالی فإن 0 = с;‏ » وتصبح المعادلة )2( : 
x(t) = - % cos 4t (3)‏ 
كمعادلة الحركة للكرة عند أى لحظة + : 
(ч)‏ عندما ر7 =۲ فان 


1 4л 1 
еки 


مثال: 
عين التردد الدائرى والتردد الطبيعى والزمن الدورى للحركة التوافقية البسيطة المبينة 
فى المثال السابق . 
الل 
التردد الدائرى в = 4 cycles / sec. = 4 Hz‏ 
التردد الطبيعى J = 4/2 n= 0.6366 Hz‏ 


- ۲۳۹ - 


علقت كتلة kg‏ 2 فى زنبرك معلوم ثابته الزنبرکی وهو Мт‏ 10 وبعد أن أصبح فى 
حالة السكون وضع فى حركة بإعطائه سرعة ابتدائية cm/sec‏ 150 . أوجد Тэнд‏ عن 
ja‏ 25 )208 ‹ بإهمال مقاومة б el yell‏ 


الحسل 
تعطى معادلة الحركة بالمعادلة )1( وهی تمثل حركة غير متضائلة حرة لأنه لا توجد 
قوة خارجية مؤثرة على الكتلة » 0 = Бү)‏ ولا توجد مقاومة من الوسط المحيط ؛ أن 
أن а=0‏ . وقد أعطيت كتلة وثابت الزنبرك أى m=2kg‏ ,10۸/۷ = + على чай АЙ‏ . 
وبالتالی تصبح المعادلة )1( على الصورة 0-+«5+:خ . ويكون جذرا المعادلة المميزة 
تخيليين بحت » ويكون حلها هو : 

х (0) = с,соѕу5 t + ره‎ sin V5 t (1) 

عندما 0 = / » يكون موضع الكتلة عند موضع الاتزان هو 0 = م . باستخدام هذا 
الشرط الابتدائی فى المعادلة )1( ‹ نجد أن ره = 0 czsin‏ + 0 5م ره = х(0)‏ = 0 
وتصبح المعادلة )1( على الصورة )2( 454 зіп‏ ره = )0( ex‏ وقد أعطيت السرعة 
الابتدائية وهی уу = 750cm / sec = 1.5 m/sec‏ « وبتفاضل المعادلة )2( ‹ نحصل 
على : 
у) = Х() -45С, соз-/5{‏ وعليه فإن : у(0) = ЗС, 0050 -4/5С,‏ = 1.5 
ومنها 8 - .75 С2=‏ . وتصبح المعادلة )2( على الصورة 


x(t) = 0.6708(sin V5 t) (3)‏ 
وهو موضع الكتلة عند أى لحظة ؛ . 


- 4= 
مثال : 
علقت كتلة kg‏ 70 فى زنبرك فأحدثت استطالة 0.7 فى طوله الطبيعى . بدأت الكتلة 
الحركة من موضع الاتزان بسرعة ابتدائية 70/56 فى اتجاه رأسى إلى أعلى . أوجد 
الحركة التالية إذا كانت قوة مقاومة الهواء هی .-90ЮМ‏ 
الل 
بأخذ g = 9.8 msee‏ فيكون لدينا Мт, о = те = 98 М‏ 140 = 0/1 =« وعسلاوة 
على ذلك تكون 90 = + و 0 = FO‏ (لاتوجد قوة خارجية) . وتصبح المعادلة )1( على 
للصورة 
Х+9х+14х=0 (1)‏ 
ويكون جذرا المعادلة المميزة المصاحبة А; = -7 2, = -2 МА‏ وهما جذران حقيقيان 
ومختلفان » وهذا مثال لحركة زائدة التضاؤل . ويكون حل المعادلة 
)1( هو 7 ره + cre”‏ = × » وتكون الشروط الابتدائية هی 0 = (0)× (الكتلة بدأت فى 
الاتجاه السالب) . باستخدام هذين الشرطين نجد أن کہ + = وه - = ,© » وبالتالى فإن 
х-22 e”)‏ . لاحظ أن 0ج × عندما сг о‏ وبالتالى هذه الحركة 


عابرة. 





: ام‎ ь 


أثبت أن أنواع الحركة الناتجة فى مسائل АХ‏ 36 المتضائلة الحرة تتعين نماماً بالمقدار 
km‏ 0-4 . 


“NEY = 


يكون للحركة المتضائلة الحرة 0 = Е()‏ » وتصبح المعادلة )1( على الصورة 
ودج г‏ نونو وکین كوا ЕТТИ‏ و اش اة شا 
т т‏ 


_ -а+уа? - 4km 5 _ -a- a? - 4km 
رش‎ Ea ge 


4, 
2m 2m 


إذا كان 0 < a? - 4km‏ فإن الجذرين حقيقيان ومختلفان » وإذا كان 0 = а - 4km‏ يكون 
الجذران متساويين ‹ أما إذا كان 0 > :48 -62 فان الجذرين مركبان مترافقان . 
وتكون الحركة المناظرة هی زائدة المضائلة » مضائلة حرجة ‹ تذبذبية مخمدة على 
الترتيب . وحيث أن الجزء الحقيقى فى كل من الجذرين يكون سالبا دائماً فان الحركة 
الناتجة فى الحالات الثلاثة تكون عابرة . (للحركة زائدة المضائلة » نحتاج لملاحظة 
أن a? - 4km > a‏ » بينما فى كل من الحالتين الأخيرتين يكون الجزء الحقیقی هو 


Сы) 


منسال : 





علقت كتلة kg‏ 70 فى زنبرك له الثابت الزنبرکی Мт‏ 140 بدأت الكتلة الحركة من 
موضع الاتزان بسرعة ابتدائية Г msec‏ فى الاتجاه الرأسى إلى أعلى وبقوة مؤثرة 
خارجية FM) = 5 sin t‏ . أوجد الحركة الناتجة للكتلة إذا كانت قوة مقاومة الهواء هی 
.-90ХМ‏ 


- ۲6۲ — 


الحل 
لدينا 90 = FA) = 5 sint, т = 10, К = 140, а‏ وبالتالى تصبح معادلة الحركة )1( 
على الصورة : 
шонд 1.‏ 
жаалыг ыш (1)‏ 


ويكون الحل العام للمعادلة المتجانسة المصاحبة ×14 + +9 + نز » (أنظر مال 
(t‏ هو 7 وی + e‏ ره = × . وبا تخدام طريقة المعاملدت غير المعنية » نجد أن è‏ 


1 9 
= — sin f - —— cosí 2 
х= “<00 50096 (2 


وبالتالی یکون الحل العام للمعادلة )1( هو : 


a B, 9 
+ —— sint – —— cost 


x = xX, +x, сү +c; FT 277 


وباستخدام الشرطين الابتدائيين х(0)-0‏ ,1 = )100 نحصل على : 


4. 


(- 90e + 7ووو‎ + 13 sint + 9 сози) 
500 


х= 


لاحظ أن الحدود الأسية ناتجة من ху‏ وبالتالى تمثل حركة حرة زائدة المضائلة 
المصاحبة ونتلاشی بسرعة . وتکون هذه الحدود هی الجز ء العابر فى الحل . 


والحدود الناتجة من х,‏ لا تنتهى عندما ٤ -» о‏ وتكون هی جزء АЙ»‏ الاستقرار فسى 
الحل . 


-Yi -‏ 
-Y‏ مسائل الدوائر الكهربية : 


تتكون الدائرة الكهربية البسيطة من مقاومة ۸ بالأوم » ومكثف С‏ بالفاراد » وحث L‏ 
بالهنری » وقوة دافعة كهربية (ق.د.ك.) )£ بالثولت » وبطارية أو مولد متصلين 
جميعهم على التوالى . يقاس التيار 7 المار فى الدائرة بالأمبير والشحنة ۾ على المكثف 
بالكولوم . 
قانون عقدة كيرشوف 
المجموع الجبرى لفروق الجهد حول دائرة بسيطة مغلقة يساوى صفرا . من المعلوم 
1 


الترتيب » حيث ۾ هى الشحنة على المكثف . 


يكون فرق الجهد خلال (ق.د.ك.) هو -EM‏ ۰ وبالتالى فإنه من قانون عقدة كيرشوف 


: يكون لدينا‎ 
а 1 
[+ 9ج + سيا‎ - E(D =0 (3) 
: وتكون العلاقة بين 1,4 هی‎ 
dq а аа 
1--4 —=-— 
а а аг (9 


وبتعویض هاتين القيمتين فى )3( نحصل على المعادلة التفاضلية للشحنة على المكثف 


E(t) 0) 





йд Кад 1 1 
و + ې‎ СТ 
d? Ldt ILC L 


ويكون الشرطان الابتدائيان على а‏ هما : 


-Х686- 


400) = д а = 00) =1, ©) 


للحصول على معادلة تفاضلية للتيار » نفاضل المعادلة )3( بالنسبة إلى 1 ثم نتعوض 
المعادلة (4) مباشرة فى المعادلة الناتجة فنحصل على : 


2 
4*1 Rd 1. 14ЕО) 


2%; 7 
d? 14 LC 1 4 0) 





ويكون 1 الابتدائى الأول هو І,‏ = )0 . ونحصل على الشرط الابتدائى الشانی 
من المعادلة )3( بحلها بالنسبة إلى مگ ثم نضع 0 - / وبالتالى فان : 


Ё 1 
E0) -I -— 8 
(0) ттс (8) 


а 
dt lı, 


Си 

L 
(5) ويمكن الحصول على تعبير للتيار إما بحل المعادلة )7( مباشرة أو بحل المعادلة‎ 
. بالنسبة إلى الشحنة ثم نفاضل هذا التعبير‎ 

مثيال : 
وصلت دائرة (ЕСІ)‏ على التوالى لها R = 180 ohms, С = 1/280 Farad,‏ 
L= 20 henry‏ وجهد مؤش + E(t) = 70 sin‏ . وبفرض عدم وجود شحنة ابتدائية على 


المكثف ولكن يوجد تيار ابتدائى ampere‏ 7 عند 0 = + وذلك تأثير الجهد у;‏ . أوجد 
الشحنة الناتجة على المكثف . 


1Ц-- 


بتعويض القيم المعطاة فى المعادلة (5) نحصل على =з‏ و14 + و + j‏ وتكون 
هذه المعادلة مطابقة فى الصورة للمعادلة )1( فى المنال السابق » لذا يجب أن 
يكون الل مطابقاً فى الصورة لحل تلك المعادلة . وبالتالى : 


-Х60- 


C е 9 
+ سد‎ 5/{———©05{ 
500 500 


ؤياس تخدام الشرطين الابتداتيين 4(0)=0 ,1 = )400 نحصل على 
"д‏ = ره .وم e=-‏ » وبالتالى : 


45 326 11079 - یز[‎ + 13sint -9сов)) 


201 
+с,е‏ "ف هر = 4 


وكما فى مثال سابق » يكون الحل عيارة عن مجموع حدود الحل العابر وحدود حل 
حالة الاستقرار . 


4 از : 


وصلت دائرة (ВСІ)‏ على التوالى لها «С = 10° Farad ‹ R = 10 ohms‏ 
І = 05 henry‏ وجهد مؤثر Е() = 12 volts‏ . وبفرض عدم وجود تيار ابتدائى ولا 
شحنة ابتدائية عند 0-/ وذلك عند تأثير الجهد أولاً . آوجد التيار الناتج فى النظام . 


الحل : 
بتعویض القيم المعطاة فى المعادلة )7( نحصل шэн‏ معادلة تفاضلية متجانسة 
Е=12|‏ ,0 = پر | وهی 0 - 2001 + 204+ 41 و جذرا المعادل 4 


المميزة المصاحبة هما :70 + 10- = 42 „Жы‏ > وبالتالى يكون هذا مثالا 
للنظام الحر غير المضائل للتيار . ويكون الحل هو : 

е' (cı cos 10t) + cz sin 10t (1)‏ = ل 
ويكون الشرطان الابتدائيان هما 4(0)=0 ,1(0)=0 ‹ ومن المعادلة )8( يكون : 


4 10 0-р )- r (0) = 24 


dt 





Я 


-45؟- 
وبتطبیق هذين الشرطین على )1( نحصل على 0= ,» بح وه > وبالتالى 


er sin 101‏ ے1 وهو تیار عابر تماما . 


: از‎ ь 


حل المشال السابق بإيجاد الشحنة على المکثف YA‏ . 


الحسسل 
نحل أولاً بالنسبة للشحنة و ثم نستخدم العلاقة Ф/‏ =1 لنحصسل على التيار . 
بتعویض القیم المعطاة فى المشال السابق فى المعادلة )5( فيكون لدينا 
4 = 2004 + 204 + والتی تمثل نظاما قسریا للشحنة على النقیض للنظام المضائل 
الحر الذی حصلنا عليه ДАЙ‏ فى المشال السابق . باستخدام طريقة المعاملات غير 
EE‏ ل و ل قت امن و عم ل ي ТӨРЕ‏ اة 
а = e7 [(e, соз 10( + (с, sin 100)‏ ویکون الشرطان الابتدائيان ‏ 0 - )4(0 ,0 = )10 
ونحص لعا ى ;,3-- ره = e,‏ »وبال الى 


1 -4 - ا‎ sin 101 ومتھا‎ Е + sin ю|-3 
تماما » فان الشسحنة على‎ де أنه بالرغم من أن التیار يكون‎ Bay . كما سبق‎ 


المكثف تكون هى مجموع حدود كل من الحل العابر وحل حالة الاستقرار 





: а 


وصلت دائرة RCL‏ على التوالى لها مقاومة ohms‏ 5 وحث Henry‏ 0.05 ومكثف 4х‏ 
Farad‏ 104 وقوة دافعة كهربائية تبادلية volts‏ :200006700 . أوجد эмд‏ للتیار ЛАЙ‏ 


ҮҮ -‏ - 
فى هذه الدائرة إذا كان كلا من ДАЙ‏ الابتدائى والشحنة الابتدائية على المكثف يساوى 
ња‏ | 
الل : 
быз‏ 
Ё/ -5 = 1 — 1 5‏ 
боз” 100, Мусу” ох” 50900‏ - 7/1 


1 ЕФ 21 200-10 sin 1000) = -400.000 sin 1001 
L 4# 5 

وبالتالى تصبح المعادلة (7) : 
d'I dI‏ 


ЛИГ —- + 10056 + 50.0001 = -400.000 їп 1001 


ويكون جذرا المعادلة المميزة المصاحبة هما 50/191 +50 - ЇЗЙз,‹‏ يكون حل 
المعادلة المتجانسة المصاحبة هو : 


1, = суе" сов 504/19 t + c,e™ 0 t 
: وباستخدام طريقة المعاملات غير المعينة » نجد أن الحل الخاص هو‎ 


1, 29 ыт ын 1001 
"17 17 


وبالتالی يكون الحل العام هو : 


1-1, + Ip = сце" cos 50419 t + c,e™ їп 50419 1 


+ 2° cos 1001 - 160 sin 100 (1) 
17 17 


ويكون الشرطان الابتدائیین هما 0 = )4(0 ,0 = )0( ومن المعادلة )8( 


СА 


а 200 5 1 
ا‎ иш -------(00)-------т-(0)::1400 
dl 005 0059) 0054x107) ® 


وبتطبيق الش رط الأول على المعادلة )1( مباشرة نحصل على : 


= -40/, = -2.35 أو‎ 0-(1(0)-с,(1)4с,(0) + 








177 = ره » بتعويض هذه القيمة فى 
المعادلة )١(‏ ثم بالتفاضل نجد أن : 
cos 504/19 t - 50419679 sin 504/19 1)‏ 5027 )و3 2- = Z‏ 
с,(- 50e” sin 5079 t + 50/197 cos 504/19 t)‏ + 
Sin 100 1:000. cos 1001‏ 44000 
17 17 
بی 10:00 – с,(504/19)‏ + )50-(2.35— = 4 = 4000 ومنها 22.13 = ره 
17 ...| 4 | 
و تصبح المعادلة : 
cos 504/191 + 22.13% sin 505/191‏ و3 2- = I‏ 
1001 100 - 1001 664 20 + 
17 7 
؟- مسائل الطفو 


хо!‏ جسماً كتلته ‏ مغمورا إما جزئياً أو كلياً فى سائل كثافته م . مثل هذا الجسم 
يخضع إلى قوتين : 


قوة الجاذبية إلى أسفل وقوة معاكسة تحكم بالآتى : 


- 14 - 
مبدأ أرشميدس 
يخضع جسم فى سائل إلى قوة دفع متجهة إلى أعلى تساوى وزن السائل المزاح 
بالجسم . يحدث الاتزان عندما تكون قوة دفع السائل المزاح (الطفو) تساوى قوة 
الاسطوانة المغمور h‏ وحدة من ارتفاعها عند حالة الاتزان . عند الاتزان يكون гээ‏ 
الماء المزاح بالاسطوانة هو h‏ 7 ج والذى يعطى قوة الدفع (الطفو) التى يجب أن 
تساوى وزن الاسطوانة mg‏ » وعليه فان : 
zr = mg (9)‏ 
تحدث الحركة عند إزاحة الأسطوانة من موضع الاتزان . نأخذ اختيارياً الاتجاه 
الرأسى لأعلى هو اتجاه х‏ الموجب . إذا دفعت المياه الأسطوانة x(t)‏ وحدة » حيث 
الأسطوانة ليست فى حالة الاتزان . القوة لأسفل أو السالبة على هذا الجسم تبقى mg‏ 
ولكن قوة الدفع (الطفو) أو الموجبة تختزل إلى х(]р‏ - ۲2/7 . وينتج من قانون 
نيوتن الثانى أن : 
тх = л РА - xÐ] ¬ те‏ 


ويمكن تبسيط هذه المعادلة باستخدام المعادلة )9( إلى mä = -ar xP‏ 


أو 





х=0 (10) 


Эв їо. “= 
: За 


عين ما إذا كانت اسطو انة نصف قطر ها 7 4 » ارتفاعها іп‏ 10 > ووزنها Ib‏ 15 ‹ 
يمكن أن تطفو فى بركة مياه عميقة كثافتها 15/7 62.5 . 


ida 


ليكن 7 هو ارتفاع الجزء المغمور من الاسطوانة (بالقدم) فى موضع الاتزان . حيث 
أن "етл‏ فإنه ينتج من المعادلة أن : 


= mg _ 15 
сябр (р. 
(5) 62.5 





= 0.688 ft = 8.25 in 


وبالتالى فان الاسطوانة سوف تطفو بارتفاع іп‏ 1.75 = 8.25 - 10 فوق خط الماء عند 
موضع الاتزان . 





: ال‎ ь 
عين تعبيراً لحركة الاسطوانة المبينة فى المال السابق » إذا أطلقت بعشرين فى‎ 
. فى الاتجاه الر 24 لأسفل‎ 5 ес المائة من طولها أعلى خط الماء بسرعة‎ 
da 


: : 1 | 
(10) بر > = . وتصبح المعادلة‎ о = 62.5 161 fi, т = 1, slugs لدينا‎ 


على الصورة «Х-46.5421Хх-0‏ ويكون جذرا المعادلة المميزة المصاحبة هما 
i= +6.82 i‏ 46.5421 ۰۷+ » وعليه يكون Jall‏ العام للمعادلة التفاضلية هو : 


x(t) = с, 6056.82 t + с, sin 6.82 t (1) 


-Хоү- 
. خارج الماء‎ 2 тэ 10 in عندما 0-+ يكون عشرين فى المائة من طول الاسطوانة‎ 
باستخدام نتائج المثال السابق يكون معلوماً أن موضع الاتزان هو 7.75 أعلى الماء‎ 
ورلا من موضع‎ й أو‎ Ит — وبالتالى عند 1-0 تكون الاسطوانة مرتفعسة‎ 
فى الاتجاه الرأسى‎ S fi/sec وتكون السرعة الابتدائية‎ ×)0( = ИсЛ اتزانها » ويكون‎ 
إلى أسفل أو فى الاتجاه السالب » وبالتالى فان 5- = (0)* . وبتطبيق هذه الشروط‎ 


1 5- 
А a “з‏ 9 : .0= —= ,73. —- = س = 
الابتدائية على المعادلة )1( نجد أن : 0021 = т.‏ = ره ,073-= وم = ره e‏ 


وتصبح المعادلة )1( على الصورة /6.82 x(t) = 0.021 соз 6.821 - 0.73 зїп‏ . 
4 از : 


عين ما إذا كانت أسطوانة نصف قطرها ст‏ 10 وارتفاعها ст‏ 15« 

ووزنها N‏ 19.6 ۰ يمكن أن نطفو فى بركة میاه عميقة کثافتها дупез/ст?‏ 980 . 
)0—3 

ليكن Л‏ هو ارتفاع الجزء المغمور من الأسطوانة (بالسنتيمتر) عند موضع الاتزان . 


: فإنه ينتج من المعادلة )9( أن‎ mg = 19.6 М = 1.96 x 10“ dynes, т = 5 ст عند‎ 
_ 196*710“ 


وحيث أن هذا أطول من ارتفاع الاسطوانة فإن الاسطوانة لايمكن أن تزيح مياه كافية 
لتطفو وبالتالى سوف تغوص إلى قاع البركة . 





: Л ь 


عين ما إذا كانت اسطوانة نصف قطرها ст‏ 70 ‹ وارتفاعها ст‏ 15 » ووزنها 
37 19.6 » يمكن أن تطفو فى بركة مياه عميقة كثافتها фтеѕ/ст?‏ 2450 . 


— of = 


الل 


ليكن А‏ هو ارتفاع الجزء المغمور من الاسطوانة (بالسنتيمتر) عند موضع الاتزان . 
عند mg = 19.6 = 1.96 x 10° dynes, г = 5 ст‏ فإنه ينتج من المعادلة (9) أن : 


h = —— = ——————— = 25.5ст 


وبالتالى فإن الاسطوانة ستطفو بارتفاع ст‏ 48 = 10.2 - 15 أعلى موضع اتزان 
السائل . 


: Л ь 


يطفو منشور مقطعه مثلث متساوى الأضلاع طول ضلعه 7 فى بركة لسائل كثافته 
مجهولة بحيث يكون ارتفاعه موازيا للمحور الرأسى . بدأت حركة المنشور بإزاحته 
من موضع اتزانه وأعطى سرعة ابتدائية . عين المعادلة التفاضلية التی تحدد حركة 
المنشور الناتجة . 


الل 


يحدث الاتزان عندما تكون قوة دفع السائل المزاح تساوى قوة الجاذبية على الجسم . 
2 
وتکون مساحة متلث متساوی الاضلاع وطول ضلعه 7 هو у‏ 75 . بفرض 


ارتفاع h‏ من الوحدات مغمورة عند موضع الاتزان » ویکون aaa‏ الماء المزاح عند 


- үгү - 


2 2 
الاتزان هو //7 "۷3 . بفرض أن قوة الدفع (الطفو) هى /4 ۷3 . ومن 
قانون آرشمیدس ‏ يجب أن تساوى قوة الدفع هذه وزن المنشور mg‏ » وبالتالى : 


2 
V3 E hof - mg 0 


نأخذ дды‏ الاتجاه الراسی жиг‏ اتجاه + الموجب . اذا رفع المنشور إلى أعلى:' 
سطح الماء ب ()× من الوحدات » وبالتالى لا يكون فى موضع الاتزان . تبقى القوة 
على ОМ‏ أو السالبة على الجسم كما هی те‏ ولكن قوة الدفع (الموجبة) تختزل إلى 
م[0)+ - ] 431 . وينتج الآن من قانون نيوتن الثانى أن : 


yı BEA- _ 


т 
4 & 


وبالتعويض عن المعادلة )1( فى هذه المعادلة الأخيرة وتببسيطها » نحصل على 
2 

پر 31لا پیز . 
4т‏ 


= 


$- تصنيف الحسلول 


تحكم اهتزاز الزنبركات والدوائر الكهربية البسيطة والأجسام الطافية كلها بمعادلات 
تفاضلية خطية من الرتبة الثانية ذات معاملات ثابتة على الصورة : 


ї+ах+а,х = f(t) (11)‏ 
ويكون لمسائل اهتزاز الزنبرك المعرفة بالمعادلة )1( : 
a=,‏ مه یل( 


ویکون لمسائل الطفو المعرفة بالمعادلة )10( 


- ۲۵6 - 
2 
№) =0, а,-0, а, =" و9‎ 


ويكون لمسائل الدوائر الكهربية حيث يستبدل المتغير المستقل х‏ إما ب ۾ فى المعادلة 
(5) أو ب فى المعادلة (7) . تقسم الحركة أو التيار فى هذه النظم إلى حرة أو غير 
متضائلة (أو غير مخمدة) عندما 0= flt)‏ ,0 = ,ه وهی تقسم كحركة متضائلة عندما 
تكون Í jia Д)‏ تطابقیاً ولكن ره لا تساوى صفراً . ويكون للحركة المتضائلة ثلاث 
حالات منفصلة طبقاً لجذور المعادلة المميزة المصاحبة » وهی : 


)0 حقيقية ومختلفة (Ү)‏ متساوية (Y)‏ مركبة مترافقة » وتقسم هذه الحالات على 


(۱) زائد المضائلة (Y)‏ مضائلة حرجة (Y)‏ التذبذبية المخمدة (أو ناقصة المضائلة 
فى المسائل الكهربية) 


إذا لم تكن жалд‏ تطابقياً » فإن | الحركة أو التيار يوصف بأنه قسرى (أو جبرى) . 
وتكون الحركة أو التيار عابرا إذا أختفى (أى يؤول إلى الصفر) عنسدما t оо‏ . 
وتكون حركة حالة الاستقرار أو تيار حالة الاستقرار هی التی ليست عابرة ولاتصبح 
221222 2 
عابرة وحالة الاستقرار عن النظم المتضائلة القسرية (بفرض أن القوة الخارجية 
جيبية) . الحركة غير المتضائلة الحرة المعرفة بالمعادلة )11( حيث 0 = ره ,0= f)‏ 
Liha‏ لها حلول على الصورة : 


cos wt + с; sin mt (12)‏ ره = x(t)‏ 
وهی تعرف حركة توافقية بسيطة сі, сз.‏ @ ثوابت » وترمز о‏ غالباً إلى التردد 
الدائرى . ويكون التردد الطبيعى “رء هو ك = / » وهو يمثل عدد الذبذبات الكاملة 

7 


=, Yoo рэн 
لكل وحدة زمن مأخوذة بالحل . ويكون الزمن الدوری للنظام هو الزمن اللازم‎ 
. يكون للمعادلة )12( الصورة التبادلية‎ . r= لإكمال دورة واحدة كاملة أى‎ 
x(t) = )1(“ А cos (wt - ф (13) 


حيث السعة + + ус‏ =4 » وزاوية الطور ) б = arctan СУ?‏ وتكون م مساوية 


الصفر عندما تكون су‏ موجبة وتساوی الوحدة عندما تكون ره سالبة . 


— Yor- 


تمارين 

. علق وزن 4321 زنبرك فأحدث استطالة 84 فى طوله الطبيعى . بدأ الوزن 
الحركة بإزاحته 7۸ فى الاتجاه الرأسى إلى أعلى وإعطائه سرعة ابتدائية 
»۰ 2 فى الاتجاه الرأسى لأسفل . أوجد حركة الوزن الناشئة e‏ إذا كان الوسط 
المحيط يعطى مقاومة مهملة . 


. عين (Й)‏ التردد الداثری و(ب) التردد الطبيعى و(ج) الزمن الدورى للاهتزازات 
المبينة فى مثال )4( ‚ 


. علقت كتلة И slug‏ فى زنبرك فأحدثت استطالة 24 فى طوله الطبيعى . بدأت 
الكتلة الحركة بدون سرعة ابتدائية بازاحته ЦАЙ Л‏ الاتجاه الرأسى إلى أعلى . 
أوجد الحركة التالية للكتلة إذا كان الوسط يعطى مقاومة -4x lb‏ . 


. وصلت دائرة (ВСІ)‏ على التوالى حيث C = 0.02 Farad ‹ R = 6 ohms‏ ۰ 
L= 0.1 Henry‏ ولها جهد مؤثر El) = б volts‏ . وبفرض عدم وجود تيار ابتدائى 
وشحنة ابتدائية عند 0 = г‏ وذلك عند تأثير الجهد У‏ . أوجد الجهد التالى على 

المكثف والتیار فى الدائرة . 


. وصلت دائرة RCL‏ على التوالى » بمقاومة ohms‏ 5 » ومکشف سعته 
4х 107 Farad‏ » وحث c 0.05 Henry‏ ولها قوة دافعة كهربية مؤثرة 
volts‏ 110 = ()8 . وبفرض عدم وجود تيار ابتدائى وش حنة ابتدائية على 
المكثف » أوجد تعبیرا لكل من التيار المار خلال الدائرة والشحنة على المکشف 
عند أى لحظة 21 


е 
ومکشف سعته‎ 16 ohms على التوالى › بمقاومة‎ RCL وصلت دائرة‎ .\ 
عدم‎ (уа Жэ Е() = 100 sin 34 ولها جهد مؤثر‎ 2 Henry وحث‎ ۰ 0.02 Farad 
وجود تيار ابتدائی وشحنة ابتدائية على المكثف » أوجد تعبیرا للتیار المار خلال‎ 
. + الدائرة على المكثف عند أى لحظة‎ 


‚Үү‏ عين موضع اتزان اسطوانة نصف قطرها ст‏ 3 » ارتفاعها ст‏ 10 » وكتلتها 
7008 والتى تطفو بحيث يكون محورها رأسياً فى بركة مياه عميقة كثافتها 
1е/стЎ‏ . 


۸ يطفو صندوق على شكل متوازی مستطيلات عرضه 0 وطوله 1 وارتفاعه ۸ في 
بركة سائل عميقة كثافتها م بحيث يكون ارتفاعه موازياً للمحور الرأسى . بدأ 
الصندوق الحركة بإزاحته Хо‏ وحدة من موضع ail jil‏ وإعطائه سرعة ابتدائية Vo‏ . 
عين المعادلة التفاضلية التى تحكم حركة الصندوق التالية . 


تحویل لابلاس 


الباب العاشر 
نحويل لابلاس واستخدامه فى حل المعادلات التفاضلية العادية 
Laplace Transform‏ 
يستخدم بتحويل لابلاس فى حل بعض المعادلات التفاضلية العادية وكذلك بعض 
المعادلات التفاضلية الجزئية والتكاملية . 
«Мэн -\‏ : ( تحويل لابلاس) 
يسمى التكامل )0 0 р>‏ , عه ву» j0) er‏ 7 


بتحويل لابلاس мэ‏ له بالرمز /ر )1 و فى هذه الحالة يمكن ААХ‏ )1( على 
الصورة : 


1(760)-7 (م)‎ = 6۰67۳ d , р»0 (2) 


"- خواص المؤشر ز )1 : 

نفترض ان » و В‏ ثابتين وأن كل من Дх)‏ و( دالة فى المتغير х‏ و أن )1 هو 
Аз‏ لابلاس » فان : | 
1-а f(x} -а LAF}‏ 


ذلك لأن من المعادلة )1( نجد أن : 


-YW- 
L{a /(х)| = fa [ )(. e d 


-а Тло. е" d 
0 


= a Lf} 
2-Ца 0) + Вв(х)) =a L= {f (x)} + ВЦе()) 


ذلك لأن من المعادلة (1) وحيث أن كل من > و / ثابتين فإن : 
Ща /0)-8809) = [а 700+ Ва). е" d‏ 


= Тео лег ёс | و‎ ( & 
0 0 


=@ | fœ). ес” d+ [кб ета 
=a О) + Вв) 
. مما سبق نستنتج أن المؤثر 27۸ مؤثر تكاملى خطى‎ 
تعريف : ( تحويل لابلاس العكسى)‎ 
هين )200 “دور‎ MOE | ах 


ويسمى Г)‏ بمؤثر لابلاس العكسى للموثر LA)‏ . وهذا المؤثر له الخواس 
الاتية : 


1-L{L"{f(p)}} = f(p), 
2-ГЧЩ/(р)}} = р), 
3-1 {af ويمكن إيجاد تحويل لابلاس لكل دالة تحقق الشرط : (()1)۶ »= ((م)‎ 


- YW- 


| (х) <M e” 
. عددان حقيقيان موجبان‎ М حيث » و‎ 
تسمى الدوال التى تحقق الشرط السابق دوال لها درجة أسية » وهى الدوال‎ 
х", sin Ёх, 605 التی على الصورة ............ و‎ 
. والآن سنوجد تحويلات لابلاس لبعض الدوال‎ 


(۱) اذا كان 1= Јо)‏ 


فإن 
-70)-Ї Рх Ду = ЕЗ = 1‏ 11 
-P 0 Р‏ 0 
ای أن 
+( 
р (3)‏ 
бх) = х" : 7 <1 41613 (1)‏ 
فان Це)-70)- (хєлд‏ 


وبوضع рх=и‏ فإن 
п 1 1 n -u 5‏ 
е du =‏ ۳ جر -| L{x‏ 


(4) 


- ҮЛЕ. 


(۳) إذا كان 709567 а сын‏ ثبت حقيقى : 











فإن 
Це"}-7 (= fe "еә dy‏ 
0 
-(р-а)х dx‏ :]= 
0 
myo Ге Т‏ 
н] 7 р-а‏ 16 
وبالتالى فإن 
р>а‏ ; 70 
РЕЯ (5)‏ 


. (4) إذا کان SOES ах‏ حیث а‏ ثابت حقيقى : 


L{sin ах}= 7 (р)= Тып ахе ёх 
0 فإن‎ 





وعلى ذلك فإن 
+a 5‏ 
(о)‏ إذا كان Г (0:5с08 ах‏ حيث а‏ ثابت حقيقى: 


1 (созах)- f (р)= feos ax.e™ dx 
0 فإن‎ 
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وعلی ذلك فان 
| 4 


р? +a 





І {созах}= 5 


)0 
)1( إذا كان /(х)-ашй ах‏ حيث а‏ ثابت حقيقى : 


L{sinh ax}= f (р)= нь ах.е”” dx 
0 














فان 
а‏ 
z p-a‏ 
أى أن : 
L һај (8)‏ 
ذلك لأن : 
sinh ax.e ™ kei je *-e*).e ЭР dx‏ 
24 0 
-(р-а)х -(p+a)x‏ ,411 
е Р" )ж‏ م ۴ 5- 
Ї‏ ي ife е7‏ 
2|-(р-а) ۳‏ 
slp ра‏ 1_ 
[р-а ~ р+а 72 р-а‏ 72 
а‏ 





وبطريقة أخرى : 





- 1 - 


: ثابت حقيقى‎ а حيث‎ Г Ocoh ах إذا کان‎ (ү) 











: فإن‎ 
2P 
L {cosh ax}= م‎ 0) 
وذلك لان‎ 
го )لزنه‎ Ын 
1 ax -ax 
руге) 
_1|_1 4 1 
2|р-а р+а 
ДО ی سین‎ 
2 р?-а? 


. №. Lf р) 
х" (nis a + у Өїтерет) | п/р", р> 0 
х",п>-1 Гп+1) 1р, р> 0 





-« ۱۷۰ 


نظرية )%( : 


L{e у(х)} = f(p+ a) فإن‎ У) = إذا كانت (م)/‎ 
: البرهان‎ 


من تعریف مؤثر لابلاس نجد ان : 
fe" ах‏ سم ге" ла)‏ 
} 


= ее у(х). а= /(р+а) 





И, _‏ سره 
Lix"e Үс ray‏ 


من تعريف تحويل لابلاس نجد أن 


L{x"e =) fy" е е dx 
0 


аже рзд‏ سب موب 
0 





ولدينا : 

L }= Fœ -28 ; п=1,2,3,........ 
сй وعلی ذلك‎ 
د[ »ع از‎ jords ia ; п=1,2,3,....... 


- ۲۱۸۰ 


:)۲( мж 
راطا‎ )(( = F(p) إذا كانت‎ 
Іх" f (x)} = (—1у" Л 1,2,3. فان‎ 

البرهان 
حيث أن ЎФ) = | “(ху ٠‏ 


بالإشتقاق بالنسبة إلى م ومع خواص التفاضل والتكامل e‏ فإننا نحصل على 
je” rona‏ ار 


= [бело 


0 
= |xe™ у(х) 
= -Lif (x)} 
بتكرار هذا الاشتقاق مرة أخرى نجد أن‎ 
2 - 
7 (р) = )-1(* 4х? у(х). 


بتكرار هذا الاشتقاق بالنسبة إلى р‏ عدد (n-2)‏ من المرات نحصل على العلاقة : 





п=1, 2,3 


\ 


р? 
L{xcosax} = = توت‎ i إثبت أن‎ 


5592 





І = {соѕах) = „Р 


р +a? 





ideat 


бый 


بتطبيق نظرية (Y)‏ فان : 


Change of scale (تغير المقياس)‎ : (Ту نظرية‎ 


-4, р 
L{x cos ax} = бу 12 ) 
р? -а 
(р? + 7م‎ 
Lf) = /(р) 
Цуба} = FA) 
а а 
L{sin 3x} 
ی‎ 
І {sinx} Р) 7 
кын, 1 1 3 
І {зїп3х}=—-—————=—у—- 
Т н” 


إذا كان 
فإن 
مثال: 


أوجد 


єЇ 


فإن 


نظرية )5 


إذا کان ٠ ЦО) = Ў)‏ فان )2 = رمرم[ 


- ҮҮ-- 














مثال: 
أوجد цз 2ийи}‏ 
الحمل: 

{К فیکون‎ Lisin) =—— U 

Lt sin и о 3 pî +4 
× نظرية )0( : القسمة على‎ 
رر‎ = [jodu св F إذا کان‎ 

р 

lim ®© :‏ 
بشرط أن تکون × ”* бум‏ 
» ال: 
أوجد рел,‏ 

х 

الیل : 

га Sinx _ هدوت‎ ЛЭЭ 1: 
БИШ 3 ماهس‎ 
сүйлх, _ ] tanl فا“‎ 
L= [сут إن )"هما‎ 





ا 
؟- تحویلات لابلا الهكسية Inverse Laplace transforms‏ 
من تحويل لابلاس للدالة С Л)‏ 
ЦОО) = fP)‏ 
وبافتراض أن 17 هو المؤثر العكسى للمؤثر 1 فان : 
/о)=Г\{/(р))‏ 


وعلى هذا فإنه مما سبق يمكن بسهولة استنتاج ما يلى: 














гч -1 إذا كان .)1-0 فإن‎ -١ 

Р р 
Ц 1 Г 

۷- لذا كان .... 23ر1 - Lorh Ern‏ فإن 103 - و« "مد ا гч‏ 
Р р‏ 

а; 1 ах ЯГ ах 1 5 : 

L (=e إذا کان = “)1 فإن‎ -۳ 
р-а р-а 

L {— 2 = cosa فإن‎ Losa} ؛ - لذا کان لب‎ 
р? +a ра! А 


وهکذا بالنسبة لباقى الدوال 





cN ь 

eua -1 1‏ حل eda‏ 
a сы‏ 
الحصل: 
بالتحليل إلى كسور جزئية نحصل على 


1 _ 4 5 8 
(p+aXp+b) р+а p+b 


-ХҮЧ- 


بالضرب فى (р+а) (р+Ь)‏ وبمساواة المعاملات نجد أن 








۲ Өе 
а-Ь 
ومنها نحصل على‎ 
الت اللي‎ СЯН ЕЕ EE 
(р+аХр+Ь) a-b р+а p+b 
وباستخدام مؤثر لابلاس العكسى‎ 
ل ات بر‎ сора 
(р+а(р+Ь) a-b pta T 
241 pwet 
ا( سی ا‎ 
وبالتالی فان‎ 
ا‎ (оа осм 
бор а Г 
: ال‎ »ь 
أوجد )1 حيث »,9 ثابتان حقيقيان.‎ 


(р? +a T +b°) 


idal 
بالتحليل إلى كسور جزئية نحصل على‎ 


جع جع ل ع2 
(р? +a” )(p? +b?) b-a р? +a р!+Ь!‏ 


وباستخدام مؤثر لابلاس العكسى 


- ХҮҮ. 




















-l Г! 217 Р 
$ С +а تس‎ +?) ғ гаа Єз rA 8 Савт)! 
= m (cos ах – cos bx) 
ЇГ 1 
[Z a 5 وبالتالى یت ري‎ 
مشثشال:‎ 
г! 
ثابت.‎ а حيث‎ p+ أوجد‎ 
الحسسل:‎ 
بالتحلیل إلى کسور جزئية نحصل على‎ 
а al 1 
р(р+а) р р+а 
وباستخدام مؤثر لابلاس العكسى‎ 
ЧК БОШУ аа 
Ё pp +a) 7 Уу : ы! 
=1-е° 
-1 а __ =1 о“ “ 
А (Арта) е وبالتالى‎ 


Laplace Transforms of Derivatives ؟ - تحویلات لابلاس للهشتقات‎ 


نفترض أن الدالة убх)‏ قابلة للتفاضل بالنسبة إلى х‏ فان مؤثر ЭЛ‏ للمشتقة 
يكتب على الصورة 2 


ويعرف كالاتى : цэ) = |а‏ أى 


- ¥ 


ца} = jea 


= [уе] + pf уе dx 
0 


= —y(0) + рі {у(х)} Ыш, 
ц) = рур) у(0) 7 


ویعرف تحویل لابلاس للمشتقة الثانية كالآتى: 





- ев 
= 


= Ber b + реча 
يكون‎ )١( ومن العلاقة‎ 
2 
ا‎ =-у®(0)+ р(ру)- у(0)) 


من هذا نحصل على 
@ (0) بر - 





حيث )0( у‏ هی قيمة у(х)‏ محسوبة عند х‏ 
ф‏ 
0= و ду!‏ قيمة ‏ محسوبة Laj‏ عند 0 - 


у )0( 8)‏ -...-(0) ر" 





. ۲۷۵ - 
d'y‏ 
حیث DOO‏ هی Ф ЗАВ‏ محسوبة أيضا عند 0 = يرو 1- #.آر7-0, 


تطبيقات تحویل بلاس : 


سوف نستخدم تحويل لابلاس ومعكوسة فى حل المعادلات التفاضلية العادية والجزئية 
والتكاملية . 


أ- حل المعادلات التفاضلية العادية: 


كتطبيق لتحويلات لابلاس سندرس فى الأمثلة الآتية كيفية إيجاد الحل للمعادلة 
التفاضلية العادية وذلك باستخدام تحويلات لابلاس. 





йу 


-—+2у=со$х 
& أوجد حل المعادلة النفاضلية العادية‎ 


حيث 1 = yO)‏ 
الحصل: 
بالتأثير بمؤثر لابلاس على طرفى المعادلة التفاضلية المعطاة نجد أن 
LŽ} + 2L{y()} = L{cosx}‏ 


& 


(0)بر - (م)تزم = цё)‏ 


L{y(x)} = у(р) 
р 
р? +1 





L{cosx} = 


- 0 


- ۲۷۲ - 





ач 
ру(р) - у(0) + 2у(р) = Р 
р +1 
وبالتالى فإن‎ 
عع‎ р у(0) 
Ў) = 2p +1) (42) 
: ولكن من الشروط الإبتدائية 1 = )0( برنحصل على‎ 
نات‎ Р 
У) = ب‎ (942) 


وبالتحليل إلى كسور جزئية نجد أن 
р ыш гаг 1-2р‏ 
(р+20р2 41) 5 р+2 5 р‏ 





) 


ومنها 
Їл Үрс‏ 


7% р+2 5 р? Бе" р+2 








1 2, P 
+ تسب )اب‎ 
р рау, савар зо 


وباستخدام مؤثر لابلاس العكسى نحصل 4 








) 





per 1 у. фр Г 
نات‎ спа ДЛО ! 
Уб) 5 رت‎ 5 ца кс) 


1 2 3 
= وزو‎ x + cosx + ع‎ 
3 5 5 


ويكون حل المعادلة التفاضلية المعطاة هو 


К 2 3 -2х 
Хх--80Х4-005Х4-06 
у(х) 5 5 5 


у+у=х 


2 
ФУу,цусу- Цэ) 


р» 





Р?ЇЎ(р)- ру(0)- y'(0) + 7 = 2 


_ 21 
кишерне = 





_ 1 р-2 
نز‎ = Ly} = لكك و مسج‎ 
p’(pP +1) р? +1 
` 1 1 р 
= —— — + — 
4 р? p +1 р? +1 
Е 1 12322391 3 








- YYY. 
p 
>#0)=1 , у(0)-2  ةلداعملا حل‎ 
الحسل:‎ 
بأخذ تحویل لابلاس للطرفین‎ 
وبالتالی فان‎ 
وباستخدام الشروط الإبتدائية‎ 


وعليه فإن 


بالتحليل إلى كسور جزئية فنحصل على 


بأخذ تحويل لابلاس العكسى نحصل على 


ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة على الصورة 


у=х + 205 < - 2 sin х 


х 


х 


-YYA - 


у" -3y'+2y=4e”, у(0) = —3, у'(0) = 5 


باستخدام مؤثر لابلاس على المعادلة نحصل على 
2у‏ 
цаг - зц®. {+2L{y} = 414е2)‏ 


“ 


وڊ 
z 34‏ 

{py - ру(0) – у'(0)) – 3{рӯ - у(0)} + 27 = 2 

وباستخدام الشروط الابتدائية فنجد أن 


= - 4 
ДШ БЫ ы ТИРУ 5 


ТЭХ, ЕНЕНЕ ае A 
(р -3р+ 20р 2) Р” -3p+2 
р P P P وعلى ذلك‎ 
_ -3p + م20‎ - 24 
(рР-1\р- 2)* 
: وبالتحليل إلى كسور جزئية نجد أن‎ 
уа لصت لو‎ 
p-1 р-2 (р-2)' 


وباستخدام تحويل لابلاس العكسى فنحصل على الحل العام للمعادلة التفاضلية المعطاة 
على الصورة 


e , 4 e” + 4 x e*‏ 7- بر 


- YYA. 
المعادلة التفاضلية الجزنية‎ cwi 
4»0 захх معرفة على الفترة وک‎ у(х) ليكن الدالة‎ 


وإذا نظرنا إلى убу)‏ كدالة فى + » ذات رتبة أسية عندما هي + وأنها متصلة فى 
أجزاء (piece wise)‏ على کل فترة محدودة من 0 فإننا نستخدم الرموز التالية 


убх, = |е”у(х,)й = у(х, р) = Ӯ 


2 = убы) = убы) 


буз. ы КУ. е 
Се = ۰ 0,67) = 0( 








فيكون لدینا 
O ЦЭ) = p(x, p)= уо)‏ 
ii д?у 2‏ 
(ii) L{ 9 } = р у(х, р) - ру(х,0) – у,(х,0)‏ 
:2 2 
(ій) ц» = 2 iv) це = =‏ 
مثال: 
x ‹ = д :2‏ 6 > (0 , 
حل المعادلة: у 6%, 0) = бе УЫС‏ 


والتى تكون محدودة لكل 0< ۰۶ 0 <1 
لحل(ل : 
ليكن (х, р)‏ = (4,*)بر) = 7 وبأخذ تحویل لابلاس للطرفین نحصل على : 


= y+ Дрӯ - у(х,0)) أى أن‎ 


عع 


58٠ 


)1( (** 66 - تزم)2 + 7ز = 


۲ [8 


وهی معادلة تفاضلية خطية ويكون عامل التكامل هو 
о-(2р+)х‏ ے J = е ! ХР"‏ 
ويكون حل المعادلة )1( هو 


РҮ?» 262219 7 ас‏ جر 


أى أن 
jela = с-12 [ee dx‏ 
ет өх‏ 6 دم = 
р+2‏ 
Ес ЖЕР 6 єз‏ 
У(х, р) = себ + Са g (2)‏ 


وحيث أن уб)‏ محدودة عند ما هب х‏ فينتج أن Pp)‏ يجب أن تكون أيضا 
محدودة عندما هه х‏ » وباستخدام هذه الحقيقة فى )2( نرى أن يجب أخذ 6-0 
وبالتالی فإن )2( تؤول إلى : (2 + F(x, р) = )66**( Np‏ 


وباخذ معكوس لابلاس نحصل على 


у(х, г) = бет ار‎ EE = бе2е?! z be =n 
p+2 





منسسال: 
2 
حل المعادلة 2-222 
ох”‏ 


у @,0) =10 sin 4тх ‹ y = (5,0) = y(0,t) = 0 حيث‎ 


- A! - 
І = {у(х,) = ус? ليكن‎ 


وباخذ تحويل لابلاس للطرفين للمعادلة المعطاة نحصل على 











- ау а > ; 
ру – убх, 222 r -E= -sinda 
р? - СЭР --58ш4х أى أن‎ 
же + ره‎ ҮЙ ويكون حل الدالة المتممة هو‎ 
هو‎ у, ويكون الحل الخاص‎ 
5 1 : -3 Я 
ول‎ = ———-(— 5 зіп 4лх) = i RESET 4лх 
بخ‎ -Р 
р? -(% ) Аат) -P4 
_ 10 ط5‎ 4 7 х 
3272 + و‎ 
ویکون الحل العاملالمعادلة هو‎ 
у(х к. ТО. 2, ‚10зїп4лх 
í { ? "73257 +p 
نجد أن‎ у(5и) = 0 «у(0,) =0 ؤباخذ تحوبل لابلاس للشروط الابتدائية‎ 
У(0р) = 0 (2) 
yp) = 0 (3) 


يوضع 0 = × فى )1( وباستخدام )2( نجد أن 


)4( 0 عدوم + بع 


(1) 


- YAY- 
واستخدام )3( نجد أن‎ (1) Ах = ویوضع5‎ 
ЇЙ + ای‎ го (5) 
ومن )1( نحصل على‎ ci = су = 0 نجد أن‎ (б), (5) ومن‎ 
F(x, р) = 108ш 47 /(32л? + p) 


وبأخذ التحويل لابلاس العكسى نجد أن 
у(х) = 10 sin 4 ях L’ (327? +p)‏ 


= 10 е 32% sin 4лх 
جى المعادلات التكاملية:‎ 


الصورة العامة للمعادلة التكاملية هى 
в@) + о, и) (du 0)‏ = @/ 


حيث النهاية العليا للتكامل إما أن تكون ثابتا أو متغير. الدالتان К@и), g0)‏ معلومتان 
أما الدالة () / فهى مجهولة يراد تعينها. تسمى الدالة k (tu)‏ بالنواة (kernel)‏ . عندما 
تكون (ه,) ۸ على الصورة k (t-u)‏ فيقال أنها المعادلة )1( من نوع الحوية (التفاف 
(convolution‏ (أنظر الحوية). 

أما المعادلة التفاضلية التكاملية Integro-Differential Equation‏ فهى معادلة تكاملية 
تختوى POSO‏ 


مثال: 


/@) =? + | f (u) sin(t - (۷ حل المعادلة التكاملية‎ 
4 


- ۲۸۲ - 


الحسسل: 
يمكن كتابة المعادلة على الصورة SO = +) *sint‏ 
وبأخذ تحويل لابلاس للطرفين نحصل على: 
LU OLS = +‏ +-2 رميز 
أى أن Ее‏ 
р Р р‏ 
وباخذ معكوس لابلاس نحصل على : 
г? t‏ 
,]+ = )2+ )05 = مر 
Ї »‏ : 
حل المعادلة التفاضلية التكاملية 
6 
Г) = зїп! + [/@ -u).cosu du‏ 
الحسسل : 
بإعادة كتابة المعادلة على الصورة 
Л) = зїп! + flt) *cost . , Е(0) =0‏ 
وباخذ تحويل لابلاس للطرفين نحصل 





: 1 
Р/ Єр) — ЈО) = ат ۲) )(( .L{cost} 
































- Af - 











أى أن ®® p‏ -- (م) 27 
أو - 23 Ф-—7—р/®-=‏ 
أى 38 = (р)‏ 7 | 
وبأخذ تحويل لابلاس العكسى نحصل على : 
уау -12/2- 5‏ 

(الحوية الالتفاف – الطی (Сотуоїшїїоп)‏ 
تكون الحوية لدالتين Дх)‏ ,260 على الصورة 

je - (۵ 0)‏ = )50 "709 
نظرية :١‏ العلاقة التالية صحيحة 

fós)‏ )ع -60ع* تار 

نظرية ۷ : (نظرية الحوية) 
إذا كان )@ © L (09) = Еф) < Цвбд)-‏ 
فان р)‏ رم Шуа) LiF‏ = زرم وه( -1 


نستنتج مباشرة من هاتین النظرتین 
)2( (6 /* )6 ع = )@ ع * )@/= ГЕФ) G (P)‏ 


۰ ۲۸6۵ - 
إذا كانت إحدى الحویتین فى المعادلة )1( أبسط فى الحساب فاننا نختار تلك الحوية عند 
Санд‏ معکوس تحویل لابلاس للضرب. 


فال: 
أوجد )8580 ga) =e”, Ја) =е? Lic‏ 
الل : 
لدينا ان = дч)‏ ‹ “3ع - JO‏ 
[елеген‏ = اسان انو = /(х)* в(х)‏ 
; 


х 
i e” са = е?е' j = e” (e -1) =e” م‎ 
0 


مثال: 
أوجد Л)‏ 60 للدالتين فى المثال السابق . وحقق نظرية )3( 
الل : 
حيث أن gO e” , fict) = е0‏ فان 
s(* e00 = оло -od = ferea‏ 
e" [елй е-е‏ = 
; 


3 رز + عنم‎ =e” -e” 


والتی من المثال السابق فهی تساوى (6ع + )70 


- ۲۸۱۰ 





86) = fa) = x عندما‎ Лх) “860 أوجد‎ 
الحسسل:‎ 
: رمع وعلى ذلك‎ = (xt) = -2x +° «Дф-1 бы 
УО) * 2 = [ә - 2xt + dt 
= × [а - 2x [га + {га 
شال:‎ 
آوجد ااا بواسطة الحوية.‎ 
1—1 
ا ا‎ дз 


(p-3(p-2) p-3 p-2‏ 6+م5- او 


۰ = ۽ م‎ =e” ولدینا‎ . = 1 &«Ё(р)= 1 9 
86) ДУ) =e GAs (م)6.‎ бел 9 0-3) یک‎ 








. وينتج أن : 


-j 1 22 . — „3^ 25 2. 3× _ „2х 
L =1 g(x) =e € =e e 


- ۲۸۷ - 




















1 > 
4| 6 

أوجد Т 15 ч‏ 
الل : 
لاحظ أن 1 -Р‏ = 6 - 5 6 !- 

امع 5 27:21 4 )24( i‏ 
ليكن 

1E 1‏ کی 
F(p=——‏ , 0 
(р)- p- 12:01 (р) OD‏ 
لدينا е * ; Дх) = e“‏ = )(8 
r] б Ь 617 (Е(р) G(p)} = бе" *e*‏ 
р-1‏ 
ينتج من ذلك أن fe'e =ar = бе” [еча‏ 6 - 
0 0 
Зе* — 3e™‏ = تسه = 
0 2 
مثشال: 
Се 1‏ 
L’‏ بواسطة ;4 
о Бх)‏ 
الل : 
إذا Fp) =G) = tis‏ فإن ۶ = Л) = g6)‏ 
(р- 1)‏ 

ويكون 


гі Б) = ГЧЕ(р) С(р)} = /(х)* g(x) 
= r (g(x - (4: = fea 


х 
= е* [а = xe 
0 


- ЎЛА. 


» 1 
برهن النظرية )3( 


الل : 
نضع التعویض × =+ فى الطرف الأيمن من المعادلة (1) . فنحصل على 
да = |f- rgd)‏ 90( | = ومع /0х)*‏ 


= - [в(т)/(х-т)йт = [е(т)/(х-т)ат 


= g(x)* g(x) 
: 1 ь 

Лх) * [ек0+(х)=/х) *е(Х)+Дх) *е(Х) أثبت أن‎ 

الحسسل : 


Ро) +120) + п) = | )ع ]م)ر‎ -t+ عط‎ ри 


[70806-0 + f(Dh(x- да 
عو هار[‎ - 0۵ + [уона - nat 
0 0 


= у(х) * g(x) + /(х)* h(x) = RHS 


- ۲۸۹ - 


تسماریسن 


)( آوجد تحویل لابلاس للدوال التالية : 


еї, е?*зїпх, cos 2х, و‎ cos 2х, х, хсоз 3x, х? sin х, 
1 -ax bx : 
5 1 e“ -e cos ax – cosbx ѕіпһх 
[е dt, хіп х, تت سس ,سس‎ 
? х х х 


)4( أوجد الحل العام للمعادلات التفاضلية 
у +3у+2у=0, у(0)=1, у'(0)= -1‏ )1( 
у”+4у=(%)‏ )2( 
у"+2у'+5у=є'зіті,‏ )3( 
у”-Зу+3у”у=Ге,у(0)=1,‏ )4( 


у(0)=0, у 
у'(0),у"(0)=2 


(ج) أوجد باستخدام معكوس لابلاس العكسى فيما يلى: 








9 1 Ее 1 
өгч, Ба! orli) 
ssn y- р : -1 бр- 4 
(ИЙГ (Ул (iv)L (855255) 

۳ و3‎ +7 гойд, 3р+7 
Ын ات‎ ы; [з 

(د) استخدم نظرية الحوية لحساب ما يلى: 
(۱) أوجد (Y) х “совх‏ أوجد × * 2 


е“ ۳ е?" أوجد‎ (£) 
х * хе“ أوجد‎ () 


)^( أوجد сох‏ *عر 





4х же?" أوجد‎ (7) 
× +" أوجد‎ (о) 


3 * sin 2х أوجد‎ (у) 


- 14... 


(ه) استخدم الحويات لإيجاد معكوس لابلاس للدوال المعطاة 


1 1 
I کے ,زوا سس‎ —: 
Ф005 0 ФФ 
2 1 
a p(p + 1) Ч ور3 + ثم‎ - 0 
3 4 
б) وم‎ O етее; 
1 
تا‎ УИ REE مستخدما‎ F "з «С سس‎ 
ду ду : 
تحت الشروط‎ 10, ей = а! و) أوجد المحدود للمعادلة‎ 
у(0,0)=1, у(,0) عد‎ 0 
ز) أوجد الحل المحدود‎ 
у(х,о) = 10 sin 4яу - 5 sin бях, y(5,1) = У(0,() =0, т^ 2y 
жй) = x,t > 0,0 > > = Û =1 - e“ ح) أوجد الحل المحدود‎ 
ط) حل المعادلات التكاملية التالية‎ 


MI) - 1+ ff sin қа -udu 
)()0( =e" - 2| одоо Kt ~ (4 


(070) = + гс -10( 6091 du, F(0) = 0 
0 





استخدام المتسلسلات 
فى حل المعادلات التفاضلية 


الباب الحادى عشر 
حل المعادلات التفاضلية بطريقة المتسلسلات 


Solution оў Differential Equations Бу use оў Series 


درسنا فى الأبواب السابقة بعض الطرق لحل المعادلات التفاضلية من الرتبة الأولسى 
ومن بينها استخدام المتسلسلات ‹ أما المعادلات التفاضلية من الرتب العليا فإنه فى 
اغلب التطبيقات العملية تكون معادلات غاية فى الأهمية ولا یمکن حلها بالطرف 
العادية حيث أن حلها تحتوى على دوال معقدة غير معروفة لنا (مثال ذلك المعسادلات 
التفاضلية من الرتبة الثانية ذات المعاملات المتغيرة سواء كانت خطية أو غير 
خطية) . ولذلك سنتعرض لدراسئة طريقة المتسلسلات لإيجاد الحلول للمعادلات 
التفاضلية » وستقتصر دراستنا بالتفصيل على معادلات الرتبة الثانية لاهمیتهافی 
المجالات العملية ويتضح هذا الأسلوب لحل المعادلات التفاضلية الأمثلة المعطاة . 


: مقدمة‎ -١ 


بعض الخواص على العلامة التجميعية < : 


(D У Fn) = F(p)+F(p+ 1( 4.44 F(k), >р. 
пер 


حيث Кр‏ أعداد صحيحة : 


(2) Ў`а,Р(п)х"” =} а, Fn- р)х" 


пер п=2р 


=} а„„Ё(п+ р)х"?? 
па 


- ۲۹6 - 


: 1 4 


o0 o0 oo 
уз [na x" + па„х"”}= У(н- 2) a,x? + }`(т-5)а„;х" 
4 | 


п=-2 п=5 


(3) РУ a,x” = УЬ х" => a, =,,Уп>0 
п=0 n=0 


у (а, –Ь,)х" а, =D, Vn < 0 
п=0 





13 كان 

© © 
> пс„х" = У Cp X” 
n=0 п=1 

o‏ نا 

n n 

> У пс,Х = 2 Cn- X 

n=l n=l 
4 59 ? ад с, 9 1 
є.пс„=с„_,-»с„= ۳ 


с с 
n=] с=с, нс 


х=а حول‎ х تعريف: متسلسلة قوى‎ 
/(х) = с, + 6,۲ — а) +с,(х-а) «.«Ус(к-ау 


وإذا كان 0- ۾ فنحصل على 


© 
Лх) = с, +сх+сух? +..= Усх" 
п=0 


5862 

نفترض أن المعادلة 
P2()y = 0‏ + کر رم رط روط 

حیث کل من Руф), Риб), Роб)‏ دوال تحليلية فى × (أى یمکن التعبیر عن کل منها 
بمتسلسلة قوی فى (х‏ فإن: 
x =a )۱( ۰‏ (نقطة عادیة) ordinary point‏ إذا کان0ع« „Ро (а)‏ 
\Ў Ч (Y)‏ كانت 0 = Ро (а)‏ فان 0 = х‏ تسمی نقطة :534 (Singular point)‏ , ` 
حل المعادلة التفاضلية 0 = ху”+у'+ху‏ 
а‏ 


نفترض أن الحل على صورة متسلسلة لانهائية 
ах? + мэн (1)‏ + هروی + азж‏ + رج + ون = у‏ 
......... ورين 4 + تر =ар+ 2аух + 3 аз‏ “بر 
зы;‏ + دوه 12 у” =2а;+ баз+‏ 
+ард + азж + азх + а? + ки‏ دوه + = ху‏ 


xy = +۲2 ره‎ + базх + 12 ах? + 20 а;х* + 30 аз? -0 
وقد وضعنا الحدود المتشابهة تحت عمود واحد لسهولة الحل‎ 
у”=у'+ху= а + (ao + 4а) х + روه 9 + ره)‎ x + (а: +16 a) х? + a 


وحيث أن هذه متطابقة فانه بوضع المعاملات مساوية الصفر 








а, =0, n = و‎ а; = ~~~ < ولا‎ 
дэг: R а, =-2-0, а, = 20 2 а, 
16 416 25 36 41636 
وبذلك نحصل على‎ 

ар =аз=аз=......... -0 

وبالتعويض بالقيم المتبقية فى المعادلة )1( نحصل على : 

х? х xí 
= للد – سب + > - )وه‎ t. 

еке = сае )‏ و 


وهذا الحل يمكن كتابته أيضا فى الصورة: 


х х* х“ 


ap лт = ) (2)‏ 
يتبقى الآن سؤلان: 

(۱) هل المتسلسلة )2( التى تمثل حل المعادلة )1( تقاربية ولأى قيم للمتغیرء ؟ 
(Y)‏ هلى المتسلسلة )2( فعلا حلا للمعادلة )1( ؟ 


الإجابة على السؤال الأول بسيطة ومن معلوماتنا عن المتسلسلات يمكننا مثلا تطبيق 
اختبار النسبة لنرى أن المتسلسلة )2( تقاربية لجميع ей‏ × . 


أما بالنسبة للسؤال الثانى فالإجابة عليه هو أن نسلك الطريق العكسى بمعنى أننا نفاضل 
المتسلسلة )2( حدا بعد حد مع الأخذ فى الاعتبار النظرية الهامة والقائلة بان "عملية 
تفاضل متسلسلة ما تقاربية حدا بحد لا يوثر فى تقاربها ثم نتعوض فى المعادلة 
التفاضلية المعطاة فنجد أنها تحققها (يترك هذا كتمرين) ‚ 


- YW. 


ملحوظة أخيرة على هذا المثال : بالنظر إلى المتسلسلة )2( نجد آنها غير مألوفة 
لنا (یمعنی آنها ليست على صورة المتسلسلة الاسية أو اللوغاريتمية أو حتسی 
متسلسلة جيب أو جيب التمام) وأول من اکتشف هذه المتسلسلة هو العالم الفلکی 
بسل/عوو86 Е‏ . ولذلك تسمی المتسلسلة )2( بمتسلسلة بسل من الرتبة صفر (لأنه كان 


قد اکتشف متسلسلات أخرى من الرتبة ۰۱ ۲ ۰ ۰۳ .....) ویرمز للمتسلسلة )2( 
بالرمز (),زویمکن حساب 
2 = (2)ول ,0.76 = )444 ,1= (0) ول 
0.18 = (كاول ,0.40 - = ЈАЗ) = 0.26, Л),‏ 


انطلاقاً من هذا المثال نخطو الآن نحو الطرق المختلفة لحل المعادلات التفاضلية 
باستخدام المتسلسلات : 
۲- طريقة متسلسلات تاطور: The method of Taylor Series‏ 


الحل المطلوب لمعادلة تفاضلية ما هو АЗ у у(х)‏ يمكن وضعه على صورة مفكوك 
حول النقطة =а‏ × أى أن: 


(x- Di 


у(х) = у(а) + y'(aXx - a) + "ر‎ (a) + у"(ах-а) +... (3) 


بهذه الطريقة يمكننا كتابة الحل у (х)‏ علی هذه الصورة إذا ما علمت المشتقات . 
м, уа), уа)‏ —— 


у= ری‎ + cax + сәх + сз + Бел 


- YIA- 


وبتطبیق نفس الأسلوب كما فى المثال السابق نحصل على الحل على الصورة : 


3 
х 4 
VEET EEN же а ОА + 


х? 4х° 2х? 10x 
د ب رامع‎ + + + + +——+.. 
И | 3 6 A e а: 


4сух° 
در تست‎ 








وهذا هو الحل العام وسنترك اختبار تقارب هذه المتسلسلة کتمرین. 





مثال: 
حل المعادلة التفاضلية التالية فى صورة متسلسلة قوى فى х‏ 
0 = بر - "رود +" у‏ )1-0( 
х=]‏ 
لدينا 0« 1 = Ро (х) = + х? => Р(0)‏ 


:. 0= × نقطة عادية . 


در( у=‏ 
نفترض أن الحل على الصورة ؛ r‏ 
وعلى ذلك : у= Хул", УУ, cenn- х"?‏ 
п= п=2‏ 
بالتعويض فى المعادلة نحصل على : 


(1 +х?уў с„л(п-1)х”? + У с," رن‎ = 0 


п=2 n=} nal) 


n Demn- Dx + У с,п(п- Dx" + Уст" - Усх" =0 
n=? п=2 


п=1 п=0 


-Ү44. 
بمساواة مجموع معاملات 72 بالصفر فنحصل على:‎ 
.: сап (8-1) + сьа(1-2) (1-3) + сьа(1-2) - يوه‎ = 0 
1 Can (п-1) + caz [n-2)°- 1] = 0 
© Cann (А-1) + сь07-3) (1-1) = 0, n22 
٠ CaN + مره‎ (n-3)=0 | 


3-п 





с, = сы; A22 العلاقة التكرارية‎ .: 
п 
: ,ره ثابتان اختياريان وعلى ذلك فإنه عندما‎ cr نفترض أن‎ 
1 
п=2 у= 
-1 -1 
п=4 букы م‎ 
п=6 цас 228 а 
Eog T 48° 6ل‎ 
وا لكات‎ 
=8 асале 
ý و‎ 
n= 3 с,=ф=>с,=с,=..=0 


ويكون حل المعادلة هو : 


+с,х* +...]+(сух + сух? + ...[‏ تبرج + ومع 


= 1+— 252022: “арг 6 ere r S + 
cl х х 1 х 1 х ] с,Х 


أى أن الحل العام هو : 


1, 1, 1 5 
= А+? х б سک‎ + [+ Вх 
مكار‎ ый ЫТ ور‎ 


fe 
ال:‎ ь 
6-2) أوجدى حل المعادلة التفاضلية التالية فى صورة متسلسلة قوى‎ 


а?у 
dx? 





+к-0®+у=0 


الحسسل: 


حيث أن ۲-2 نقطة عادية نفترض أن =z‏ 2-2 وبالتالی فإن : 


‚Фу _@у هه‎ 
сае) а? : ф 4 





بالتعويض فى المعادلة المعطاة نحصل على : 








‚ {у ду 
е PEFD куз 
وعلى ذلك فإن 2-0 نقطة عادية.‎ 
y=} e,z" : نفترضص أن الحل على الصورة‎ 
Ж. n=l} 
d = d’ НЕ 1 
= Ус / з a = < с„т(п-1)г2"? : فيكون‎ 


بالتعويض فى المعادلة المعطاة 
УУ с„(п-1у:”? Ус!» Уст" «Ус, =0‏ 
بمساواة مجموع معاملات 2۳7 (أقل أس ل 2) بالصفر نجد أن 


` с„п(п—1)у+с„_,(п—2)у+с„_(п-1у+с„,=0 


5 с„п(п- 1у=—(п-1у)(с„_,+с„_,); п>2 


1- 
п> 2‏ [ربت + بات = 6 .. 


۔ ۳۱ ۳۹ 
نفترض أن су cr‏ ثابتان اختياريان فنجد أن : 
1- 
с, =——(с, +c)‏ 
1 


-] 
"С; = +с,) -=H (c, +e)+e, |= te, - 


-111 1 1 
“їе (۰ +e) = 12 © + 2с,) 


-1 
єс, E +с,) = 


وبالتالی يكون حل المعادلة على الصورة : 
у= 2‏ 


له +C? HOZ?‏ *2ری + ور + رمع 


14 1 1 1 1 1 
->z +z 4.‏ 2-22 ار + + وت + توت + ےا ار = 
6 6 2 12 16 2 


وعلی ذلك یکون الحل العام المطلوب للمعادلة المعطاة هو : 
у= 41-4в- D+- La- D+- a- 2+.)‏ 


В ТИР - 205-2) r e-a + 


e 


The method of Frobenius  سويشاورف طريقة‎ -۲ 


فى بعض الأحيان يكتشف الباحث فى المجالات التطبيقية أن المعادلة التفاضلية التسى 
АМ‏ لا يمكن حلها بالطرق العادية ولا حتى بطرق المتسلسلات السابقة » أى أنه لا 
يمكن كتابة الحل فى صورة متسلسلة قوى فى × أو على صورة مفكوك تايلور وما 
على الباحث حينئذ إلا أن يفترض صورة أخرى للحل (وهو مازال يستخدم طريقة 
المتسلسلات) إذا نفترض أن dal‏ على الصورة ~ 


у= ха, +ајх+а,х+азх? ل‎ ) 
ә (4) 
=х°ў а, х! 5 а, +0 
г= 


هذه المتسلسلة هی تعميم للمتسلسلة )1( لأنه بوضع 0 = c‏ فى )4( نحصل على 
المتسلسلة )1( والمتسلسلة )4( تعرف بمتسلسلة فروبنيوس وهی ذات فاعلية فى إيجاد 
حل المعادلة التفاضلية التى على الصورة : 
Р(х) у'+абх) у'+тхуу=0‏ 

حيث q, p‏ ” كثيرات حدود فى × . ` | 
حل المعادلة التفاضلية 0 برع 4ху'+2у‏ 
نفترض أن الحل على صورة المتسلسلة (4) والتى يمكن كتابتها كما يلى : 

у(х) =a, x +a, x +a, х аз х +а, х +........ 


У са, х“! + a, (с + Dx +a, (c+ 2) х“ + ay (с+3) х + ........... | 


у'=с(с- Па, х + a, с(с+ Dx! +a, (с + )0(с+1)х* +............. 


۳۰۲ 


4ху" = 4с(с-1)а,х?" + 4аус(с + 1)х° +4а, (с + ع)(‎ + х" +............. 
2у' = 2са„х°'! + 2а, (с + گر(‎ + 2а, (с + 2)х°! +............... 


у= +a x° HAX +............ 
: وبالتعویض فى المعادلة المعطاة نحصل على‎ 
‚ 4ху'+2у'+у=2а„с+4с(с-1)уа„х°'! 
+4(с + Эса, + 2(с + I)a, +a, x° 
+4(с + 2( +ع)‎ Da, + 2(с + 2)а, + a, х“! +............... -0 
: المختلفة بالصفر نحصل على‎ х ولكن هده متطابقة فى قوى × وبمساواة معاملات‎ 
2a, c+ 4c a, (c—I) =0 


4(c+1)ca,+2(c+I)a, +a, =0 0) 
4(с-2)(с-1)а,42(с-2)а,44, =0 


وهكذا .. 
نفترض أن 0 ۶ ره فإنه يكون لدينا من المعادلات )5( : 

ا с-0 C=‏ 
ای أن الجذرين مختلفين والفرق بينهما عدد كسرى Айз‏ الأولى' . 


هاتان القيمتان حصلنا عليهما من المعادلة الأولى فى )5( وتسمى هذه المعادلة 
وللناتجة من مساواة معامل أقل قوة للمتغير × بالص فر بالمعادلة الدليلية Indicial‏ 
Equation‏ وجذورها بالجذور الدليلية Іпейсіа! Roots‏ وذلك بعد وضع 0 - م أى أن 
الجذور الدليلية للمعادلة المعطاة هی : с-0 , c=%‏ 


من المعادلة الثانية نحصل على : 


۳۰6 


а 


146+ тус+2(с+1) 
: ومن المعادلة الثالثة فى )5( نحصل على‎ 


сес حلب‎ 
эс + 2у(с +1у+2(с +2) 


ТЭХ 
ЫН а, 


۰ спус +п +2) ۱ 2, 3, м (0 


والمعادلة )5( تسمی بالعلاقة Recurrence Relations Аз) ХЭ!‏ والتى منهایمکن 
استتتاج باقی المعاملات بدلالة с‏ . 
وفی هذا المثال هناك حالتان : 
хє)‏ 0 = ء لتكون المعاملات هی : 
а‏ _ 


سب اسب = 


30 720 ° 





а; = 


وبذلك يكون : 


حيث 4 هو ثابت اختيارى بدلا من مه . 


fii)‏ عند 4 = ء يكون لدينا بعد التعويض عن هذه القيمة فى العلاقة التكرارية لجميع 


قيم : 


а а 0 а 
2 86 a =-— = – о 


42 5040 








3 5 7 
3 х? х? х? ТЕГ 
у= В х ЕЕ Эрх وعلى ذلك فإن : ا‎ 


حيث هنا В‏ هو ثابت اختيارى بدلاً من а‏ : 


ويكون الحل العام للمعادلة التفاضلية المطلوبة هو : 


2 3 1 2 
зеде sis (+ В | x? وو‎ 
2 4 6 3 5 7 


واضح أن كلا من المتسلسلتين تقاربتان لجميع قیم × . 
وبتعودنا على شكل المتسلسلات المختلفة يمكننا استنتاج أن Jdal‏ هو فعلاً : 

у = Асоѕух + Вѕіпух 
وطبعاً ليس هذا التوفيق دائماً فی آن نعرف مفكوك المتسلسلات التى يحتويها الحل أى‎ 
. دوال تناظر‎ 
: والآن لحل المعادلة التفاضلية‎ 
Р(х) у" + а(х) у + r(x)y= 0 5 


لابد من مراعاة بعض الملاحظات على هذه المعادلة والتنى نضعها فى صيغة 
تعاريف : 


©. 


«мэнд‏ را : يقال للنقطة х = а‏ أنها نقطة عادية Ordinary Рой‏ للمعادلة )7( إذا 
كان 0+ Р(а)‏ . 


تصريف (У)‏ : إذا كان 0 = Р(а)‏ فإن النقطة а‏ = × تسمی نقطة شاذة Singular Point‏ 
للمعادلة )7( . 


مك 


تعريف (Ў)‏ : إذا كان 0 = Pa)‏ وكانت النهايتان : 





lim(x - a) 


40) апа lim(x - a) хэ? 
хаи р х) ха 


р(х) 
Regular تسمى نقطة شاذة منتظمة‎ х=а موجودتان فان النقطة‎ 
. و إلا كانت هذه النقطة » نقطة شاذة غير منتظمة‎ Singular Point 
نقطة عادية أونقطة شاذة منتظمة فإنه يوجد دائماً‎ + = а نسظسريسسة : إذا كانت‎ 
: للمعادلة )7( حل فى الصورة‎ 
у= (к-а) 5 + a,(x- a)+ a(x - a) +........ | 
=(х-аўУа(х-а) , a, #0 


وهذا الحل يعرف بمتسلسلة فروبنيوس حول النقطة х=а‏ 


8) 


ملحوظة )١(‏ : فى المثال السابق والأمثلة التالية تكون х=0‏ نقطة شاذة منتظمة (تأكد 
ملحوظة (۲) : إذا لم يذكر абай‏ فإنه يفهم أن 7 0-ه . 

التعاريف السابقة بالإضافة إلى النظرية تمكننا من معرفة ما إذا كان للمعادلة )7( حل 
فى الصورة )8( أم لا . 

وعموما إذا كانت المعادلة الدليلية لها جذران غير متساويان 6 oily a,‏ بينهما عدد 
كسرى فإننا نحصل على حلين مستقلين بالتعويض عن هذه القيم للعدد © فى 
المتسلسلة : 


у= x" (a, + در‎ + ах +.......) 


«ХҮҮ. 
الحالة الثائيسة : الجذران متساويان أى أن 2 = × فإننا تحصل على حلين مستقلين‎ 
بالتعويض.عن قيم » فى بروفی ,092 . الحل الثانى يتكون عادة من حاصل ضرب‎ 
. مضافاً إلى متسلسلة أخرى‎ х الحل الأول (أو مضروباً فى ثابت) فى‎ 





1 = 
حل معادلة بسل من الرتبة صفر ونحصل عليها من معادلة بسل من الرتبة n‏ : 
х?у" + ху +(х?-п?]у=0 |‏ 


ху + × у + ×7 у= 0 : بوضع 20 7 نحصل على‎ 


أى أن : 

ху+у+ху= 0 (2)‏ 
نفترض أن الحل على الصورة مدير о Ў‏ 
وبالتعويض فى المعادلة )2( نحصل على : 


0= ار (ск), х” +a,‏ کر 1a,‏ -م+مل( +م) 
وبمساواة معامل أقل أس بالصفر آی معامل хэ‏ وهو : 


(с+ғ)(с +r – а, + (+), +а,, =0 
(3) 


(c +r)(c +r -1 + )а, +a, و‎ =0 > (4) а, = رم‎ 
. ۲ لكل قيم‎ 


وهی العلاقة التكرارية » وبوضع 0 = + نحصل على المعادلة الدليلية : 


(с+0) a, = و رده‎ 4,540, а,-0 > с=0 


بما أن )3( هی علاقة بين эг‏ (6-2 فيكون لدينا : 


95 (—) а,,_; = (—1 )! а,,_; 
(с+ (و2‎ (С+ 2) (с+24-2) 





а, х 


أى أن : )2 (-D'a, (c+ 23) (с +25- ( c+‏ = ,ره 
إذن 
у= ЯГ + Ў”)‏ 
зш] ша‏ 
ЮУ" © (1 х?‏ 
аа, у (с+ 25-2) ۰... (с+ 2)‏ 2 


إذن أحد الحلين هو : 
сЕ‏ 
EEE (5) (3-2) P‏ 


Тт. |, 7,0) 


والحل الآخر هو : )932( ۰-0 : 


27 (суу × CD х? 
چ‎ (000) = x° In x, a+ © (с + +م)...... (و2‎ 2) 
: 2х? 2х* 


ш (+2 " (с+2)/ (с-4) 


وعلى ذلك يكون 
ду х? x 1 х° 1 1‏ 
СИЕ ДИНЕ‏ اش ی الا زر ان ی دس za]‏ )2 
3 )چ Е ПУ)‏ اه 


أى أن الحل الثانی هو : 


-ї.4. 
х? х* ( 1 ) 
у,=В (د)ربر.< ها‎ +59777 + БЯ 
ويكون الحل العام هو : وبر + ریز < بر‎ 
یجعل‎ К الجذران مختلفان والفروق بينهما عدد صحيح‎ : байд الحسالة‎ 
. لا نهائى‎ а, المعامل‎ 
صبح لا نهائى عندما‎ у فی هذه الحالة نضع × = 8 -» وإذا كان أحد معاملات‎ 
д ۱ : у ' 
بعد‎ (с فی بر(‎ e = ): с=а مستقلين بوضع‎ ой فإننا نحصل على‎ с = 8 
‚ التفاضل‎ 
مثال:‎ 
: حل معادلة بسل من الدرجة الأولى‎ 
іе. х? у'+ху'+(х#-1Пу=0 


نفترض أن у=х,Уа, x‏ 1 0 ۾ وبالتعويض فى المعادلة السابقة : 
r=0‏ 


ы 


„У (++ а х" +9 (сни) а, х" Уа, х + هر‎ =0 
цайг ل ن که و ا‎ Е ЕДЫ 
[(e + re +r -1)+ (e +r)- 1, +a, =0 
[(r + عم‎ + с) – 1] 0+ و0‎ =0 
„а = 7—1 
۳ eee 


المعاملة الدليلية هى (بوضع 0-م) : 0= (e - 1a,‏ 


“TY © 


حيث 0 مه , 0 ع جه 1- .с=1 л‏ 
0 = ره дай‏ © وعلى ذلك : 


| 
ар=аз= ون‎ = ау =............. = 0 


1)(с +25+1)‏ - 28 +€( ,2“ = ,ره 


یه 


х 


а, = С 223 
ын (с428-1)(с42541)(с428-3)(с-25-1) 


а, =) 084 2-1) | (41 :425-1),(43) 





: الحل الأول‎ 
Уул کر =)1 = عابر‎ С + ay, 
: أى أن‎ 
5 (—Г)у' 25 
4 {а SES) ж ОТЫЛ) 
гал S (D) x” 
= |1+% الك‎ _ * 
Г | 535 52 27) 
1 23544 
„ С» (25) 
0 2 
43. 5 (841) 
3 : الحل الثانی‎ 
“эр С=-1 عند‎ 


الذى يعطى : 


-ҮҮҮ- 


cy (И3|-1 | 
nag e, 


еа + سس‎ 
5-1) 5 2 25 


1 25-1 
А (I Р х) 
53 2 1 1 1 ۱ 


الحصالة الراببعسة : الجذران مختلفان والفرق بینهما عدد صحیح К‏ یجعل أحد 


فى هذه الحالة یکون للمعادلة الدليلية جذران © К, В,‏ = 8 -» عدد صحیح ولا كان 
آحد المعاملات غير معين عندما В‏ = ء فإن حل المعادلة یعطی بوضع В‏ = © فى بر 
التى تحتوی على ثابتین он ХАМ‏ » إذا وضعنا а‏ = ء فى برفإنه یعطی إحدى 
المتسلسلتين الموجودة فى الحل الأول مضروبة فى ثابت . 


مثال : 
حل المعادلة 5 9 х2)" —-2ху'+2у=0‏ +1( 
الد ل : 
بوضع “ره دلا = بر فى المعادلة كما سبق فيكون معامل 7 هو : 
Е РИО тойы‏ و( РЕ‏ 
[(e +r 20с+ е0) 2р,‏ = رم( ++( 
بوضع 0 = م فنحصل على المعادلة الدليلية : 
с=0, c=]‏ = 0حيطا-عه 


وتكون للعلاقة التكرارية : 


-ХҮҮ. 


(+7 2Xc+r-1)-2 


Е ی( +ع)‎ + - 1) нэг 








: نخصل على‎ c= 0 عند‎ 
_ ۳-2-1-2 
а, ۳) - ( 8-2 
ره كحك ره‎ а= كمية غير معينة‎ 
а; = و4‎ = 0) =.............. -0 
2228-3 
25 28-1 25-2 ~ 
A _ (25 – 3025 - as) 
2 7 (25-1025 -3) 2” 
245237 E 
258-1 5 28-1” 
يكون الحل الأول‎ 
( 2) 4.94, y6 а, y8 
at C =0)= a, +a,X a,X Х тх FA 207 


حيث 8 , 4 ثابتان اختياريان وهو يمثل الحل العام للمعادلة . 


أى عند с-1‏ 











YT 


ويكون الحل الثانى هو ره = eja азу‏ من الحل الأول (أى (с=1, у=а,х‏ 
ويكون الحل العام هو : ونه + у=Ау‏ 
ملحوظة : يمكن استخدام طريقة فروبنيوس لإيجاد الحل عند قيم х‏ الكبيرة جدا ЭМ)‏ 
الجزء: الثانى من الكتاب) مع أمثلة متعددة محلولة . 
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-Yii 


تماریسن 
хос‏ 2 


з -ү‏ حل كل من узд.‏ التفاضلية الآتية فى صورة متسلسلة لانهائية ثم ول 
. مقارنته بالحل الكامل للمعادلة : 


і 0ج رز + "ر‎ й У-у-2у-0 

ii у'+у' =0 iv. xy" + بور‎ +(e -1y > 0 
2 (-47у-2ху + بر6‎ - 0 У0)-1 , у()-0 
vi а 2х)у" + )2 - 2х)у +2y=0 у0=0 , у) =1 


уй. У «хусах 


۲- أوجد حل كل من المعادلات التفاضلية الآتية باستخدام مفكوك تايلور وذلك حول 


‚ (а, 0) النقطة‎ 
1 ЕЕ й у=х+4у , у(0)=у(0)=0 
йі. у + xy + y= 0 
iv. ху =х+1 : (۰۶0 (a=) 


۳- أوجد حل المعادلات التالية فى متسلسلة قوى (x-1)‏ : 
0= بر6 + ار( - (х‏ - #بر[2 + 2x‏ - ?م( 3 
й. у +(х-1) у'—4(х-1)у=0‏ 
у +у=0‏ - »)+ "ر й‏ 


4 - أوجد بطريقة فروبنيوس حل كل من المعادلات التفاضلية الآتية : 


| 1 
і ху+у=0 й ود + رن‎ 23-0 


- ۳۱۵ 

ii x(1-x)y"+2y'+2y=0 р” х?у'+ху+(х*-4)у =0 
у. ху'-у'+4х3у=0 уй. ху'+2у' + ху = 2х 

ه- اثبت أنه لا يوجد حل على صورة متسلسلة فروبنيوس للمعادلة : 
0= بر + رز ث2 + х'у"‏ 

1 Ф 
Е حل المعادلة باستخدام التعويض‎ 

1- بين كيفية alad‏ حل على صورة سلسلة فروبنيوس للمعادلة : 


(sin x)y" + xy' + y =0 


: المعادلة التفاضلية‎ -۷ 
х(1 -x)y" + у-—(а+ В +1)ху'-аВу =0 
Gauss's Differential Equation تسمى بمعادلة جاوس التفاضلية‎ 


أو المعادلة التفاضلية فوق الهندسية Hypergeometric Differential Едиайоп‏ 


أثبت أن حلها بطريقة المتسلسلات هو متسلسلة على الصورة 
aB „, 24+ 8)8 +1 2,‏ 


у=1+ 
1у 12у(у+1) 
(Hupergemetric Series (تسمى هذه المتسلسلة فوق الهندسية‎ 
: حل المعادلات‎ -۸ 
(1) رود‎ 2 (2) 2х(1-х)у” + (1-х)у' + Зу = 0 
‚ @) у” + (1-х)у'-у = 0 (4) ху” + (1+ х)у'+ 2у = 0 
(5) ху” + ху'- 2xt + 2у = 0 (6) х(1-х)у"Зху'- у = 0 


(201-2)у"- 2 xy + 2у = 0 (8)у” + х?у=0 


„ал. 
: ليست صفراً ولا عدداً صحيحاً فان للمعادلة‎ y اثبت أنه إذا كانت‎ -А 
x(l-x)y" +{y- (x+ В+1)х}у' - хВу=0 
(5 >1 لها الحلين (المتقاربين 15 كانت‎ 
Е(х, В, у,х), х Ё(х-у+1,В-у+1,2-у,х) 
هی المتسلسلة‎ Р(х, В,у,х) حيث‎ 


үл فشان‎ 00 22 


1.y 12у(у+1) 


eeose 





Trigonometric 
Forms 


جدول التكاملات 


1. | sin x dx = - ومع‎ x + С 8. | csc? х dx = —cot x + C 

pu | COS хіх = sin x + С 9. | sec х tan х dx = ѕесх + С 
3. j tan x dx = — log [cos x| + С 10. [ CSC x cot x dx = - برعي‎ + С 
4. [ со! х dx = Іор [sin x| + С 11. | sin? х dx = $x - $ sin 2x +С 
5. | sec x dx = log |sec x + tan x| + © 12. | cos? x dx = іх + 1 sin 2x +С 


6. | csc х dx = —1ор [esc х + cot x| + С 13. | tan? х dx =їапх—х+С 

7. | sec? х dx = tan x + С 

14. | sec? x dx = $ sec x tan x + } log [ѕес x + tan x| + С 

15. | sin* x dx = —{ sin? x cos x — ў sin x cos x + #х + © 

16. | сов“ x dx = { cos? x sin x + ў cos x sin x + ёх + С 

— 1 

17. | sin" x ax = - 1 аи? x cos x + ا‎ f sin"-2 x dx 

n n f 
| 1 ша 205 п-1 23 
18. | cos" х dx = - cos" x sin x + — | cos" x dx 
n n 


1 
19. | tan" x dx = — tan"! x - | tan"”2 x ах 











20. | cot" x dx = – l cot! x — | oot" x dx 
1 52 

21. f sec” х dx = вес” 2 x tan x + ” 2 | «от x dx 

: п-1 п-1 
22. | свет х dx = БЕ و‎ esc"? х cot х + мэн. | csc"? х ах 

! п 1 п-1: 

۲ 1 5 1 Й 

23. [зїп ах sin Бх dx = — 2285) 6 +Ь)х + Jab) sin(a — b)x + C 

١ 1 
24. | cos ах COS bx dx = ET sin(a + b)x + Ha —b) sin(a — Ь)х + C 

1 1 

5. (Геп ax cos bı = — سئي‎ Б)х – لس‎ - 
25. | 5 bx dx (a+b) cos(a + b)x ҳа 5) соѕ(а — Б)х + С 


26. | x siti x dx = —x cos x + sin x + С 


27. Í x соз x dx = x sin x + cos x + С 


28. | x? sin x dx = — x cos x + 2x sin x + 2 cos x + © 


Inverse 
Trigonometric Forms 


Exponential 
and Logarithmic 
Forms 


Hyperbolic Forms 


29. | x? cos x dx = x? sin x + 2x cos x - 2 sin x + © 
30. fa” sin x = =a" cos x + n | хе cos x dx 


м. [сов x dx = x" sin x — n f x" sin x dx 
Н لم‎ соз”*!; =i 
32. | яа" х cos" x dx = — ®" СЭР 
т+п m+n 
5їп"*! x соз"! x п-1 
mėn m+n 


| 510۳7 2 x cos” х dx 


| sin" х соз”? х dx 


33. f arcsin х dx = x arcsin x + ال‎ — x? + C 

34 [ arccos х dx = x arccos х — قير ال‎ + © 

35. | arctan х dx = x arctan х — Фов(х? + 1) -С 

36. | arccot х Ах = x arccot х + $ ов(х? + ۱۱+ 

37. | arcsec х dx = х arcsec х – log |x + توي‎  ]| + © 


38. | агсозс х dx = х arccsc х + log | + /x*—1|+C 


39, | جمد عل م‎ © 43. | xa dx = ZF -Z fia dx + С 
loga loga 
а 1 
40. | ах dx = — | -4х- 
| aax TG 44. | ах log |x| + С 
41. | xe“ dx = xe - e +С 45. | log x dx = x log x - x + С 


42. [xte dx = xe“ п | x" 1e* dx 
46. | (log ху ах = x(log ху — nf (log хў 'dx 


1 
47. | —— dx = 1 
an х = log |log x| + С 


1 1 
A dx = — x"*! 1 مده‎ xt! 4C 
48 fx log x x ате og x (33187 + 





(а sin bx — b cos bx) + С 


: ех 
49. [е sin bx dx = үй 





5. | هی‎ cos bx dx = (а cos bx + b sin bx) + © 


: а? + 
51. | sinh x dx = cosh x + © 54. | coth х dx = log [sinh x| + С 
52. | cosh x dx = sinh x + С 55. | sech x dx = arctan (sinh x) + С 


53. | tanh x dx = log cosh x + С 56. | csch x dx = log |tanh | + С 


Forms 
Involving a? - x? 


Forms 
Involving x? + a? 


57. 


58. 


59. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


Га 


72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


77. 


N 


78. 


79. 


© 


80. 


81. 


Í sech? x x = tanh v+ © 60. Ї csch x coth x dx = —csch x +С 
Ї csch? х dx = —coth x + C 61. [ sinh? x dx = $ sinh 2x - $x + C 
| sech х tanh x dx = —sech x +C 62, cosh? x dx = $ sinh 2x + $x +С 
f e sinh bx dx = ед ра (a sinh bx - b cosh bx) + С 


| e" cosh bx Ах = эы (а cosh bx — b sinh bx) + С 


























ун = = хі +C 

4 ا 
х2 - 5а?) /а? – х? + а агсѕіп 2 +C‏ & 2 ع ول fie - х‏ 
[к= хар dx = 272 „т + С‏ 


aretan > + C‏ = ولي[ 
х? + а? dx + = 1 log |x + x“ +a“ |+C‏ 
log |x + Jx + ۵7‏ + ته + تال > = dx‏ ته FF‏ | 
Д‏ نت 4 = تج چم 
|x + Jx? + a | + ©‏ و - یرهم به | 
а? + а? — a log | —‏ + × ل = рээ dx‏ 


x? + ان جات‎ 
М. у^ Кала و‎ = жа|+ с 








[о + а2)22 dx = 4 ер + 5а?) /хї + а? + м log [х + Jx + а | +C 


82. | dx = log |x + Jx? + a*| + C = sinh!" + C 


| 1 
ух + а? 

















83. | Жоо о ах=* ух + a? -— “ log + Jx? + a?| + © 
J2? + а? 2 2 
» 1 : 2 2 
84. | deen ig a+ +» الوا - دعب‎ +c 
! аг +4? а х а х 
×2 + a 
85. = -y 
| eya +4 е ёх +C 
х 
86. dx yt С 
[г (х2 + тра “ах + а? 
م‎ [1 1 х-а 
Forms 87. | يلي‎ dx=. log +С 
1 2 (х? ~ а 2а х+а 
Involving х2 - a? , | 1 2 
88. | -v дыт. оос х = arcsec +C 8 
© х\/х? — а? а ! 


89. | ух! айак 5 ل‎ ё-5 log ا‎ - 02+ © 
90, уг а? dx = = 0 - а?),/х? — а? - : 2 ор [х/х а |+ С 
91. Гм 2 — dx = ү/х* — a? — a arcsec 








je 
92. [у= 2-۳ суд |x + /хї - قم‎ + С 


9з. | (х? – ши 4х=% Х (2х2 — 542), تبر‎ — а? + a log |x + توي‎ — a | + © 


= log |x + تال‎ - aF| + C = cosh” + С 








تتسد -—[ 94 

95. ] جحي چ‎ х=; ух! - 67 + logje арс 
1 х?-а? 

8 dx = ~ — +C 

96 15 л ир аА 
1 х 

Î qa gpa даа С 

Forms 9% ! Хк Û la + hx - alog la + bx|) + 6 
“a+ bx Ги 


Involving а + бх 





8 х? 1 5 
99. ج‎ 5 1 (a+ bx) — 2а(а + bx) + а? log la + | + > 


١ 1 
Ў = х = )ی‎ + lo a+ bx|) + © 
рер 5 7 | 

Яг 1 а 

2а1ов |а + bx|) + 6‏ - سك ти‏ سك 
(a + b> EBE Alog |а х)‏ 4 488 | .101 


1 
102. | ——— 2) 
| х(а + ГӨ аш гы 





х 
+6 





Forms 


Involving /a + bx 


Forms 


Involving ,/2ах-х2 


: 1 1 b 
103. c=- 
| x(a + bx) 5 ах аі 


| 3 іх ! ! 
# x(a + Бх)? 


ЕЕ 2 
105. | هل‎ + bx dx = 15 (3bx – 


: 2 3/2 
106. | ya а 2e + x _ 





= ГОО 
ala + bx) a? 


+ bx 
“ЭГ ЕС 








Е С 
a + | 0 


ов, 2 


2а)(а + bx)? + С 


2an „-1 АЛОЕ 
bn + ار‎ х уа + bx dx 

















b(2n + 3) 
8 3 
107. ۱ іх = ىر‎ (Бх – 2а + bx +C 
| м/а + Бх رو عن‎ М 
х" 2x" /a + bx | 
108. عو‎ іх = ی‎ ыча.» оф | 
} уажьх A ام‎ ы | 
E Vee захд 
109 е s х 128 E| a + bx + Ja 
xa + bx ~ == arctan ав +C ifa<0 
J-a =g س ی‎ 
„Га + х. فاط‎ = 3) 1 
1 іх = اس یب‎ 
سرب للم‎ 2 ~ а(п – 1)! Ер = аа) رح‎ 2 
ш. (У2 5256 гэ Уаз на f ( ах 
3: Хх. 59 х,/а + bx Ьх 
15 [ж Б, _ _ (a+bxP? Ыл-5) مل‎ к. 
۰ مر‎ ХЭ (п С 1) Зэ 
113. | 2 х а= “52 -4/2ах-х =x + ао (1 - + 
эЛ а? 
114. [ах = بمو تر‎ 20030 Зах x +оо! -3) +C 
115. | ۷ و‎ = /2ах - х ی‎ +C 
а 5 
116. | 28505 dx= – EE >  arooos(1 - z) +C 


117. 


|- x? 





+C‏ - و 


+ a arccos( 1 -3) -С 








118. 0 нт 
х 
۱9 |а“ = {чо ین ا‎ Je 
120. Í TET dx= Давст +C 
т. | ترق بيج‎ с" 


1) 
2 
3) 


4) 


беа! ый! 
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